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RECHERCHES 

SUR LES POLYÈDRES. 


PREMIER MÉMOIRE m. 


Journal de l'Ecole Polytechnique, XVI e Cahier, Tome IX, p. GS ; i<S i *3. 


Le Mémoire que j’ai l’honneur de soumettre à la Classe contient 
diverses recherches sur la Géométrie des solides. La première. Partie 
offre la solution de la question proposée par M. Poinsot, sur le nombre 
des polyèdres réguliers que l’on peut construire; la seconde Partie 
renferme la démonstration d’un théorème nouveau sur les polyèdres en 
général. 

PREMIÈRE PARTIE. 

M. Poinsot, dans son Mémoire sur les polygi 
avoir donné la description de quatre polyèdres u une espece supérieure 
à celle que l’on a coutume de considérer, pose la question suivante : 
« Est-il impossible qu’il existe des polyèdres réguliers dont le nombre 
de faces ne serait pas un de ceux-ci, 4 » G, 8 , 12, 20? Voilà, ajoute-t-il, 
une question qui mériterait d’être approfondie, et qu’il ne paraît pas 
facile de résoudre en toute rigueur. » 

(i ) Ln à la première Classe de l'Institut, on février 1811, par A.-L. Cauchy, Ingénieur 
des Ponts et Chaussées. 
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Il est vrai que la diversité des méthodes dont M. Poinsot s’est ser 
pour faire dériver les trois nouveaux dodécaèdres, et le nouvel ici 
saèdrc du dodécaèdre et de l’icosaèdre ordinaire, laisse en doute 
possibilité de résoudre la question précédente; mais, en généralisai 
quelques principes renfermés dans le Mémoire même de M. Poinsot, c 
parvient à faire dériver les polyèdres réguliers d’espèces supérieures ( 
ceux de première espèce, par une méthode simple et analytique q’ 
conduit immédiatement à la solution de la question proposée. 

Il est facile de voir, et M. Poinsot en a fait l’observation, n° 15 ( 
son Mémoire, qu’on peut former tous les polygones réguliers d’cspèci 
supérieures, en prolongeant les côtés des polygones réguliers de pr 
mière espèce. 

Les polyèdres réguliers d’espèces supérieures dérivent d’une manié 
analogue des polyèdres réguliers de première espèce, et l’on pci 
former tous les nouveaux polyèdres réguliers en prolongeant les arêb 
ou les faces des polyèdres réguliers déjà connus. 

Ainsi, par exemple, en prolongeant dans le dodécaèdre ordinaire b 
arêtes qui forment les côtés des douze pentagones, on obtient le dod 
caèdrc étoilé de seconde espèce. 

Si, dans le dodécaèdre ordinaire, on prolonge le plan qui contic 
chaque face jusqu’à la simple rencontre des plans des cinq faces q 
entourent la face opposée, on obtiendra le dodécaèdre de troîsièn 
espèce, compris comme le dodécaèdre ordinaire sous des pentagon 
de première espèce. 

Enfin, si l’on prolonge les arêtes qui, dans le dodécaèdre de la tre 
sième -espèce, forment les côtés des douze pentagones, on obtiend 
le dodécaèdre de quatrième espèce. 

On obtiendra l’icosaèdre de septième espèce en prolongeant chaqi 
face de l’icosaèdre ordinaire jusqu’à la rencontre des plans des tre 
triangles qui entourent la face opposée à celle que l’on considère. 

Ce que nous venons cl’observer relativement aux quatre polyèdr 
d’espèces supérieures a lieu en général, c’est-à-dire qu’on ne pour 
construire des polyèdres réguliers d’espèces supérieures qu’au ta 


liKCHKKCUKS SI U LKS IM M A K DU ES . 
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qif ils résulteront du prolongement des faces nu des arêtes dr |x» 1 v(M1 rrs 
réguliers dr même ordre (‘l du première espère. 

Km rilrt, supposons qur Pou soit par\rnii d'une manière quelconque 
ii ronst rui rr un pol\ èdrr régulier d'espère uj mmi(M irt k . Transportons- 
nous par la pensée au rentre dr la sphère iihcrilr. Les plans qui rom» 
prrunruî 1rs diHercules l’arcs dn pohèdrr prrsr n teron t à Lmil dr l'ob¬ 
servateur [dan* ii n* centrr la forme d’un polvèdre convexe d( k prcm ièrr 
espère * qui siu’\ ira rumiur di k nn\au au pohèdrr don né d'espèce supé¬ 
rieure. Je dis, do plus, qur la rrjm tari{< k du pohèdrr d’rspèrc supé¬ 
rieure rnirainr iieres-mi rrmrn t la réuularite du pohèdrr d( k première 
espère qui lui mt! de nouai. 

Pour lr pruincr, revriiuix a la drünitiou des pohèdrrs rem i lires. \ n 
puis èd rr rr^u 1 i a r d'une espère <jui k lrniuj ut* est roiui (pli est lurnir par 
dis poh «joncs ejjau \ t k l réguliers, rualrmrn t inclines l'un >nr l'autre, 
rj assembles (Mi meme nomlua k autour dr chaque sommet, Il suit d< v 
rrt te définition qur, si l’on construit un second pohèdrr régulier éjjal 
au premier, et qur l’on désigné par des numrros i, ?» L j, ... Ies 
lares correspondantes des dnix pohèdres, ou pourra faim coïncider le 
second pohèdrr avec l( k premier, rn {>lauanI Lune quelconque des faces 
du second sur une farr déterminer, par <*\umj»lr sur la fau k n" i du pre¬ 
mier, ri <*ïï roinîm k urau{ par faim coïncider dans rrs deux lares d< k u\ 
(pndnmqu( k s dr hoirs arêtes. Hériproqnemrnf» si dru\ pohèdres é^aux 
^alisfonl ii la condition précédente, on pourra rn conclure a\rr sûrete 
qu'ils sont réguliers : car, puisqu'on pourra faire alors coïncider cha¬ 
rnue dm faces du srroml a\rr une farr drtrnniner du premier, en coin - 
meneau 1 par fain k coïncider deux arêtes quelconques dr rrs deux faces, 
i 1 sYiisti i\ ra qur 1rs di fie rentes faces sont des poix jjours é^au x ( k t régu¬ 
liers ; «U puisque, rn faisant rouiridrr d( k tix fan k s quelconques prises a 
volonté, on fait coïncider toutes les autres, on rn conclura qur les dih 
ferents angles dièdres sont è<jau\, ou, <[ui rrv irnt au même, qur h k s 
faces sont egalement inclinées Lune sur haut rr, ri assemblées en même 
nombre autour d< k chaque soimnct. 

(ada pose, considérons un pohèdrr régulier dVspèrr supérieure, 
ni ,/,• (‘ 


S. H I l 
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avant pour noyau un polyèdre de première espèce et de même ordre, 
dont la régularité n’est pas encore démontrée. Construisez un second 
polyèdre d’espèce supérieure égal au premier; vous construirez en 
même temps un second polyèdre de première espèce égal à celui qui 
lormait le noyau du polyèdre régulier donné; désignez maintenant par 
des numéros r, 2, 3 , ... les différentes faces correspondantes des deux 
polyèdres d’espèce supérieure, et par les mêmes numéros 1, 2, 3 , ... 
les laces dos polyèdres de première espèce qui sont renfermées dans les 
mêmes plans que les faces affectées de ces numéros dans les polyèdres 
d'espèce supérieure. De quelque manière que vous fassiez coïncider les 
deux polyèdres d’espèce supérieure, les deux polyèdres de première 
espèce, compris sous les mômes faces, coïncideront aussi; et comme 
l’on peut faire coïncider les deux polyèdres réguliers d’espèce supé¬ 
rieure, en plaçant une face quelconque du second sur une face déter¬ 
minée du premier, il s’ens.uit qu’on peut faire coïncider de la même 
manière les deux polyèdres de première espèce. Par suite, les diffé¬ 
rentes faces des deux polyèdres de première espèce sont toutes égales 
(Mitre elles, également inclinées l’une sur l’autre, et assemblées en 
même nombre autour de chaque sommet. 

II nous reste à prouver que les différentes faces de chaque polyèdre 
de première espèce sont des polygones réguliers. Pour y parvenir il 
suflit d'observer que, si l’on fait coïncider d’une manière quelconque, 
une des faces du second polyèdre d’espèce supérieure avec une face 
déterminée du premier polyèdre de même espèce, les deux faces qui 
portent les mêmes numéros dans lès polyèdres de première espèce 
coïncideront aussi : or, supposons que le nombre des côtés de chaque 
face soit égal à n dans les deux polyèdres d’espèce supérieure. Il y 
aura u manières différentes d’opérer la coïncidence de deux faces de 
ces polyèdres ; et par suite, il y aura aussi n manières d’opérer la coïn¬ 
cidence des faces correspondantes des deux polyèdres de première 
espèce. Or, on ne peut satisfaire à cette condition qu’en supposant les 
faces des polyèdres de première espèce égales ou à des polygones 
réguliers de l’ordre n, ou à des polygones semi-réguliers d’un ordre au 
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moins égal à 2/1; d’ailleurs, il est facile de voir que ce dernier cas ne 
peut exister : car, comme on ne peut supposer // = 2, il faudrait que 
l’on eût au moins in = 6 ; et, dans ce cas, on aurait des polyèdres de 
première espèce, dont toutes les faces auraient au moins six côtés, ce 
qui est impossible. 

11 est donc prouvé maintenant que dans un ordre quelconque on ne 
peut construire de polyèdres réguliers d’une espèce supérieure, qu’au- 
tant qu’ils résultent du prolongement des arêtes ou des faces des 
polyèdres réguliers de même ordre et de première espèce qui leur 
servent do noyau; et que, dans chaque ordre, les faces des polyèdres 
d’espèces supérieures doivent avoir le même nombre de côtés que 
celles des polyèdres de première espèce. 

Il suit d’abord, de ce qui précède, que, comme il n’y a que cinq 
ordres de polyèdres qui fournissent des polyèdres réguliers de première 
espèce, on ne peut chercher que dans ces cinq ordres des polyèdres 
réguliers d’espèce supérieure. Ainsi tous les polyèdres réguliers, de. 
quelque espèce qu’ils soient, doivent être des tétraèdres, des hexaèdres, 
des octaèdres, des dodécaèdres, ou des icosaèdres. De plus, tous les 
tétraèdres, octaèdres et icosaèdres, de quelque espèce qu’ils soient, 
doivent avoir pour faces des triangles équilatéraux, les hexaèdres des 
carrés, les dodécaèdres des pentagones réguliers de première ou de 
seconde espèce. Voyons maintenant combien chaque ordre renferme 
d’espèces différentes. 

Afin clc répandre plus de jour sur cette discussion, j’observerai : 

i° Qu’on ne peut, des polyèdres réguliers de première espèce, 
déduire des polyèdres réguliers d’espèces supérieures qu’en prolon¬ 
geant les arêtes des faces déjà existantes, ou en formant de nouvelles 
faces ; 

2° Que le dodécaèdre est le seul polyèdre régulier duquel on puisse 
obtenir des espèces différentes, en prolongeant les arêtes des faces, 
parce qu’il existe deux espèces de pentagones, tandis qu il n existe 
qu’une espèce de triangle et une espèce de carré; ' 

3 U Que, dans le cas où l’on forme de nouvelles faces, on ne peut les 
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oblonir qu’on prolongeant, chacune des faces du polyèdre de première 
espère jusqu’à la rencontre de plans qui comprennent des faces non 
voisines de eelle. que l’on considère ; 

Que ces dernières doivent être en nombre égal à celui des faces 
voisines de celle que l’on considère, et avoir toutes sur celle-ci et entre 
elles une égale inclinaison. 

Dans le tétraèdre, chacune des quatre faces est voisine des trois 
au Ires, d’où il suit qu’on ne peut obtenir de nouvelles faces en prolon¬ 
geant celles qui existent; il n’v a donc qu’un seul tétraèdre, celui de 
première espèce. 

Dans l’hexaèdre, les faces qui ne sont pas voisines sont parallèles et, 
par conséquent, ne peuvent se rencontrer : il n’v a donc aussi qu’un 
hexaèdre, celui de première espèce. 

L’octaèdre ordinaire peut être considéré comme formé par deux faces 
opposées et comprises dans des plans parallèles, dont chacune est 
avoisiné»' par trois autres faces également inclinées sur elle et sur son 
opposée. Si donc on peut espérer de former un nouvel octaèdre régulier, 
ce ne peut être qu’on prolongeant jusqu’à la rencontre de chacune des 
laces les plans qui contiennent les trois faces voisines de celle qui lui 
est opposé » 1 : or cette construction, au lieu de donner un octaèdre 
régulier d’o.spèm; supérieure, donne un solide double formé par deux 
tétraèdres »|ui s»', traversent mutuellement. C’estainsi qu’en prolongeant 
h's côtés de l’hexagone ordinaire on obtient deux triangles équilaté¬ 
raux en croix l’un sur l’autre, au lieu d’un hexagone de seconde espèce. 

Si, dans le dodécaèdre ordinaire, on prolonge les côtés des douze 
pentagones, on aura, ainsi que M. Poinsot l’a observé, un dodécaèdre 
régulier do (h'uxièmc espèce. 

Pour oblonir d’autn's dodécaèdres, il faut trouver le moyen de pro¬ 
longer, jusqu’à la rencontre de chaque face du dodécaèdre ordinair»', 
cinq faces non voisines et également inclinées sur elle. Or, le dodécaèdre 
ordinaire peut être considéré comme formé de deux faces opposées 
situées dans cb's plans parallèles, et dont chacune est avoisinée par cinq 
autres faces également inclinées .sur elle et sur son opposée. Si donc on 
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peut construire d’autres dodécaèdres que ceux décrits ci-dessus, ce ne 
peut être'qu’en prolongeant chaque face du dodécaèdre ordinaire jus¬ 
qu’à la rencontre des plans qui contiennent les cinq voisines de la face 
opposée. Les intersections de ces cinq plans avec la face que l’on consi¬ 
dère forment deux pentagones réguliers, l’un de première et l’autre de 
seconde espèce. Ces deux pentagones représentent les faces des dodé¬ 
caèdres réguliers de troisième et de quatrième espèce. 

Dans l’icosaèdre ordinaire, en choisissant pour base une des faces 
prise à volonté, on trouve, comme dans les trois ordres précédents; une 
autre, face opposée et située dans un plan parallèle. Si l’on classe les 
triangles compris entre ces deux faces par séries, en renfermant dans 
une même série ceux qui sont également inclinés sur la base, ou, ce 
qui revient au même, sur la face opposée, on trouvera que les dix-huit 
triangles restant forment quatre séries, savoir ; 

i° Une série de trois triangles voisins de la base; 

2 ° Une série de trois triangles voisins de la face opposée; 

3° Une série de six triangles, dont chacun n’a qu’un sommet de 
commun avec la base; 

4° Une série de six triangles, dont chacun n’a qu’un sommet de 
commun avec la face opposée. 

Désignons les triangles de la troisième et de la quatrième série par 
des numéros r, 2 , 3, 4, 5, 6; en sorte que deux numéros consécutifs 
indiquent deux triangles qui se touchent par une arête ou par un 
sommet. La base d’un nouvel icosaèdre régulier ne pourra être formée 
que par l’intersection de la base de l’icosaèdre donné avec trois triangles 
de la même série, également inclinés l’un sur 1 autre. Cela posé, il est 
facile de voir qu’on ne peut espérer d’obtenir la base d’un nouvel 
icosaèdre que de cinq manières, savoir, en prolongeant, jusqu à la 

rencontre du plan de la base donnée : 

i° Les plans qui contiennent les trois triangles de la deuxième 

série; 

2 0 Les plans qui contiennent les triangles x, 3, 0 de la troisième 
série ; 
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3° Les plans qui contiennent les triangles 2 , 4 , G de la troisième série ; 

4° Les plans qui contiennent les triangles i, 3, 5 do la quatrième 
série ; 

5° Les plans qui contiennent les triangles 2 , 4. G de la quatrième 
série. 

Si l’on étend de proche en proche les cinq constructions précédentes 
aux différentes faces de l’icosaèdre ordinaire, on obtiendra les résultats 
suivants : 

i° En suivant la première construction, on passera sur toutes les 
faces, et l’on obtiendra l’icosaèdrc de septième espèce, décrit par 
M. Poinsot; 

2 0 En suivant la deuxième ou la troisième construction, on ne 
passera que sur huit faces, et l’on obtiendra simplement un octaèdre 
régulier de première espèce; 

3° En suivant la quatrième et la cinquième construction, on ne 
passera que sur quatre faces, et l’on formera simplement un tétraèdre 
régulier. 

Il suit, de ce qu’on vient de dire, qu’on ne peut former d’autres 
polyèdres réguliers d’espèces supérieures que les quatre décrits par 
M. Poinsot. 

La théorie précédente fournit encore le moyen de calculer l’angle 
compris entre deux faces quelconques d’un polyèdre régulier, lorsqu’on 
connaît les angles formés par les faces adjacentes dans le tétraèdre, le 
dodécaèdre et l’icosaèdre de première espèce. 

En effet, soient a, (3, y ces trois angles; 

L’angle compris entre deux faces du tétraèdre sera toujours a. 

Dans l’hexaèdre, deux faces adjacentes se coupent à angle droit, deux 
faces non adjacentes sont parallèles. 

Dans l’octaèdre, les faces sont parallèles deux à deux. L’angle com¬ 
pris entre deux faces non parallèles est représenté par 

, 7î — a 

quand les deux faces sont adjacentes, et par a quand elles ne le sont pas. 
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Dans lo dodécaèdre, les faces sont parallèles deux à deux. L’angle 
compris entre deux faces non parallèles est représenté par (i quand les 
deux faces sont adjacentes, et par 

n — [3 

quand elles ne le sont pas. 

Dans l’icosaèdre, les faces sont encore parallèles deux à deux. L’angle 
compris entre une face et les faces voisines étant y, l’angle compris 
(‘litre la même face et celles qui avoisinent la face opposée sera 

îi-y; 

enfin, l’angle compris entre deux faces, dont l’une n’est pas adjacente 
à l’autre ni à la face opposée, sera représenté ou par a ou par 

tc — a. 

SECONDE PARTIE. 

Euler a déterminé le premier, dans les Mémoires de Pétersbourg, 
année 1708, la relation qui existe entre les différents éléments qui 
composent la surface d’un polyèdre; et M. Legendre, dans ses Éléments 
de Géométrie, a démontré d’une manière beaucoup plus simple le théo¬ 
rème d’Euler, par la considération des polygones sphériques. Ayant- 
été conduit par quelques recherches à une nouvelle démonstration de 
(îo théorème, je suis parvenu à un théorème plus général que celui 
d’Euler et dont voici l’énoncé : 

Théorème. — Si Von décompose un polyèdre en tant d'autres que Von 
voudra, en prenant à volonté dans l'intérieur de nouveaux sommets; que 
Von représente par P le nombre des nouveaux polyèdres ainsi formés , 
par S le nombre total des sommets, y compris ceux du premier polyèdre , 
par F le nombre total des faces, et par A le nombre total des arêtes, on 
aura 

(0 


S+F = À + P+ i, 
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rest-à-dire que la somme fane du nombre des sommets et de celui des 
faces surpassera d’une unité la somme faite du nombre des arêtes et de 
celui des polyèdres. 

II est facile de voir que le théorème d’Euler est un cas particulier du 
théorème précédent; car, si l’on suppose tous les polyèdres réduits a 
un seul, on aura 

P = i, 

et l’équation (i) se réduira à celle-ci 

(2) S + F= A-t-2. 

On déduit encore de l’équation (i) un second théorème relatif à la 
Géométrie plane; car si l’on suppose que, tous les polyèdres étant réduits 
à un seul, on détruise ce dernier en prenant une de ses faces pour hase, 
et transportant sur cette face tous les autres sommets sans changer leur 
nombre, on obtiendra une figure plane composée de plusieurs poly¬ 
gones renfermés dans un contour donné. 

Soient : 

F le nombre de ces polygones; 

S le nombre de leurs sommets; 

A celui de leurs côtés; 

on obtiendra la relation qui existe entre ces trois nombres en faisant, 
dans la formule générale, P = o, et l’on aura alors 

i 3 ) S + F = A-m; 

d’où l’on conclut que la somme faite du nombre des polygones et de 
celui des sommets surpasse d’une unité le nombre des droites qui 
forment les contours de ees polygones. Ce dernier théorème est, dans ■ 
la Géométrie plane, l’équivalent du théorème général dans la Géométrie 
des polyèdres. 

Nous pourrions démontrer immédiatement le théorème général ren¬ 
fermé dans 1 équation (i), et en déduire comme corollaires les deux 
autres théorèmes. Mais, afin de faire mieux connaître l’esprit de celle 
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démonstration, nous allons commencer par démontrer d’une manière 
analogue le dernier théorème renfermé dans l’équation ( 3 ). 

Il est d’abord facile de faire, dans les divers cas particuliers, l’appli¬ 
cation de ce théorème. 

Supposons, par exemple, que le contour donné soit le périmètre d’un 
triangle, que l’on prenne un point dans l’intérieur, et que de ce point 
aux trois sommets on mène trois droites, on formera trois triangles 
dans le contour donné. Ces trois triangles fourniront quatre sommets, 
et le nombre des droites qui forment leurs côtés sera égal à 6 : or 6, 
augmenté de l’unité, donne la même somme que 4 + 3 , ce qui vérifie le 
théorème. 

Supposons, en second lieu, que le contour donné soit un quadri¬ 
latère, que l’on prenne un point dans l’intérieur, et que de ce point aux 
quatre sommets on mène quatre droites, on formera quatre triangles 
dans le contour donné. Ces quatre triangles fourniront cinq sommets 
et huit côtés : or 

8h-i = 4 + 5 , 

ce qui vérifie le théorème. 

Supposons enfin que le contour donné soit un polygone de n côtés, 
et que l’on prenne dans l’intérieur un point que l’on joigne aux n som¬ 
mets du polygone par n droites. Les n triangles que l’on formera par ce 
moyen fourniront un nombre de sommets égal à n + i, et un nombre 
de côtés égal à 2 n : or 2 n, augmenté de l’unité, est égal à la somme 
faite de n et de n 4-1 , ce qui vérifie le théorème. 

Passons maintenant au cas général, et supposons un nombre F de 
polygones renfermés dans un contour donné. Soient S le nombre des 
sommets de ces polygones, et A le nombre des droites qui forment leurs 
côtés. Décomposons chacun des polygones en triangles, en menant 
d’un de ses sommets aux sommets non voisins des diagonales. Soit n le 
nombre des diagonales tracées dans les différents polygones, F-)— 22 sera 
le nombre des triangles résultants de la décomposition des polygones, 
et A H- n sera le nombre des côtés de ces triangles. Le nombre de leurs 
sommets sera le même que celui des sommets des polygones, ou S. 


OEuvres de C. — S. Il, !• !• 
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Supposons maintenant que l’on enlève successivement les différents 
triangles, de manière à n’en laisser subsister à la fin qu’un seul, en 
commençant par ceux qui avoisinent le contour extérieur, et n’enle¬ 
vant dans la suite que ceux dont un ou deux côtés auront été réduits, 
par les suppressions antérieures, à faire partie du même, contour. 
Soient h' le nombre des triangles qui ont un côté compris dans le' 
contour extérieur au moment où on les enlève, et h" le nombre des 
triangles qui ont. alors deux côtés compris dans le même contour. La 
destruction de chaque triangle sera suivie, dans le premier cas, de la 
destruction d’un côté, et, dans le second cas, de la destruction de deux 
côtés et d’un sommet. 11 suit de là qu’au moment où l’on aura détruit 
tous les triangles, à l’exception d’un seul, le nombre des triangles 
détruits étant 

h'-h h", 

celui des côtés détruits sera 

h'+ 2 h". 


et celui des sommets détruits 

-h". 


Le nombre des triangles restants sera donc, alors 

F + n — (A'+ h") = i, 

celui des côtés restants 


A-t-n — {h'+ 2 h") — 3, 
et celui des sommets restants 

S — h"— 3. 

Si l’on ajoute la première équation à la troisième et qu’on retranche 
la seconde, on aura 

S + F- A = i, 
ou 


( 3 ) 

ce qu’il fallait démontrer. 
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On peut encore arriver à la même équation, sans employer la décom¬ 
position des polygones en triangles. En effet, supposons les divers 
polygones réunis successivement autour de l’un d’entre eux pris à 
volonté. 

Soient : 

a et.? les nombres de côtés et de sommets du premier polygone; 
a' et s' les nombres de côtés et de sommets du second polygone qui ne 
lui sont pas communs avec le premier; 
a" et s" les nombres de côtés et de sommets du troisième polygone qui 
ne lui sont pas communs avec les deux premiers, etc.; 

vous aurez les équations suivantes : 

a — s, 
a' — s’ -f- i, 
a"=s” 4-i, 

En ajoutant toutes ces équations qui sont en nombre égal à F, et 
observant que 

Cl q! -H et* A, S -H S* ■+- S* H— ... S, 

on aura l’équation 

A = S + F — i, 

équivalente à celle qui a été trouvée ci-dessus. 

Corollaire. — Si l’on représente par a et par s les côtés et sommets 
compris dans le contour extérieur, par a, et s, les côtés et sommets 
renfermés dans l’intérieur du même contour, on aura 

s s t Î3, ci s- ci f —i A ; 

et comme l’on aura aussi s — a, l’équation ( 3 ) deviendra 

s, + F-fl,+ i, 

d’où il résulte que le nombre îles sommets intérieurs, augmenté du 
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nombre des polygones, est égal au nombre des côtés intérieurs aug¬ 
menté de l’unité. 

Le théorème d’Euler est une conséquence immédiate du théorème 
renfermé dans l’équation 

S + F- A + i. 

En effet, supposons que F représente le nombre des faces qui com¬ 
posent la surface convexe d’un polyèdre et que S et. A soient les 
nombres de sommets et d’arêtes renfermés dans cette, même surface. 
Si, dans la surface du polyèdre, on supprime une, des faces, les faces 
restantes, dont le nombre sera F — i, pourront être, considérées comme 
formant une, suite de polygones renfermés dans le contour de la face 
supprimée; et, par suite, les nombres S, A et F — i devront satisfaire 
au théorème démontré. En effet, soit que les polygones soient compris 
dans un seul et même plan, ou dans des plans différents, le théorème 
n’en existe pas moins, puisqu’il ne dépend que du nombre, des poly¬ 
gones et du nombre de leurs-éléments. On aura donc, en considérant 
la surface d’un polyèdre, 

S 4- (F — i)-A + i 
ou 

( 2 ) S+P--A + 2, 

ce qui renferme le théorème d’Euler. 

Je reviens maintenant au théorème général dont les deux théorèmes 
précédents ne sont que des cas particuliers, et je vais commencer par 
en faire l’application à quelques cas simples. 

Supposons d’abord que, l’on prenne un point dans l’intérieur d’une 
pyramide triangulaire et que, de ce point aux quatre sommets, on mène 
quatre droites, on séparera la pyramide donnée en quatre nouvelles 
pyramides triangulaires, qui fourniront cinq sommets, dix faces et dix 
arêtes. Dans ce cas, la somme faite du nombre des arêtes et du nombre 
des polyèdres est quatorze; celle du nombre des sommets et du nombre 
des faces, étant quinze, surpasse quatorze d’une unité; ce qui vérifie le 
théorème. 
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Supposons, en second lieu, que cl’un point pris dans l’intérieur d’un 
hexaèdre on mène huit droites aux huit sommets; l’hexaèdre sera par¬ 
tagé en six pyramides quadrangulaires, qui fourniront neuf sommets, 
dix-huit faces et vingt arêtes. Dans ce cas, lé nombre des arêtes et 
celui des polyèdres forment une somme égale à vingt-six; la somme 
faite du nombre des faces et de celui des sommets étant vingt-sept, 
surpasse la première d’une unité, ce qui vérifie le théorème. 

Supposons enfin que l’on prenne un polyèdre quelconque, dont la 
surface renferme un nombre f de faces, un nombre a d’arêtes et un 
nombre s de sommets; et que d’un point pris dans l’intérieur du 
polyèdre on mène s droites aux différents sommets. On divisera le 
polyèdre en autant de pyramides qu’il y avait, de faces; et l’on formera 
à l’intérieur autant de faces qu’il y avait d’arêtes a l’extérieur, et 
autant d’arêtes qu’il y avait de sommets à l’extérieur. On aura donc 
en tout f pyramides qui fourniront s + i sommets, / + a laces et 
a-\- s arêtes. Dans ce cas, le nombre des pyramides et celui des arêtes 
forment une somme égale à 

/-+-(« H- s), 

et le nombre des faces forme avec celui des sommets une somme égale à 

(/+a) + (j + i). 

Cette dernière somme surpasse la première d’une unité, ce qui vérifie 
le théorème. 

Considérons maintenant le théorème dont il s’agit dans le cas le 
plus général, et supposons un nombre P de polyèdres renfermés dans 
un polyèdre donné. 

Soient : 

S le nombre des sommets de ces divers polyèdres; 

F le nombre de leurs faces; 

A le nombre de leurs arêtes. 

Divisons toutes les faces en triangles par des diagonales, et soit/? le 
nombre de ces diagonales, le nombre total des triangles dans lesquels 
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les faces des différents polyèdres seront divisées sera F + n. Supposons 
maintenant que l’on décompose chaque polyèdre en pyramides triangu¬ 
laires, en faisant passer par un des sommets et les côtés des triangles 
non adjacents des faces triangulaires. Soient P -+-p le nombre des 
pyramides ainsi formées dans les différents polyèdres, a le nombre des 
nouvelles arêtes qui en résultent. Le nombre des nouveaux triangles 
qui forment les faces de ces pyramides sera p H- a. Pour s’en con¬ 
vaincre, il suffit d’observer que si, parmi ces différentes pyramides, on 
construit d’abord celles qui avoisinent la surface de chaque polyèdre, 
on n’aura jamais, pour former chaque pyramide, qu’une ou deux faces 
nouvelles à construire; et qu’il en résultera, dans le premier cas, une 
nouvelle pyramide seulement; dans le second cas, une nouvelle pyra¬ 
mide et une nouvelle arête. Il suit de là que, après la décomposition dés 
polyèdres en pyramides triangulaires, le nombre total des pyramides 
étant 

P -+- p 


et celui des arêtes étant 
celui des faces sera 


A. H— fi -\- ci , 

F -f- n h- a 4- p. 


Quant à celui des sommets, il sera toujours égal à S. 

Supposons maintenant que l’on enlève successivement du polyèdre 
total les diverses pyramides triangulaires qui le composent, de manière 
à n’en laisser subsister à la fin qu’une seule, en commençant par celles 
qui ont des triangles situés sur la surface extérieure du polyèdre donné, 
et n’enlevant dans la suite que celles dont une ou plusieurs faces auront 
été découvertes par des suppressions antérieures. Chaque pyramide 
que l’on enlèvera aura une, deux ou trois faces découvertes. 

Soient : 

p' le nombre des pyramides qui ont une face découverte au moment 
où on les enlève; 

p" le nombre des pyramides qui ont alors deux faces découvertes; 
p" le nombre des pyramides qui ont alors trois faces découvertes. 
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La destruction de chaque pyramide sera suivie, dans le premier cas, 
de la destruction d’une lace; dans le deuxième cas, de la destruction 
de deux laces et de l’arête commune à ces deux faces; dans le troisième 
cas, de la destruction d’un sommet, de trois faces et de trois arêtes. 11 
suit de là que, au moment où l’on aura détruit tou tes les pyramides à 
l’exception d’une seule, le nombre des sommets détruits sera 

y/", 

celui des pyramides détruites 

p' + p’-h //', 

celui des triangles détruits 

y/ + a y/'-+- 3 y/" 

et celui des arêtes détruites 

p"+3p'". 

Le nombre des sommets restants pourra donc être représenté par 

S — p" — 4. 

celui des pyramides restantes par 

P -+- p — (y>'-t- p"->rp"') = r, 

celui des triangles restants par 

F + n h- a + p — {p' H- a p" H- 3 p"') l\ 


et celui des arêtes restantes par 

A + « + a — (y/-t- Zp'") — 6. 

Si l’on ajoute la première des équations précédentes à la troisième, 
on aura 

S + F + « + « + p — (p'+ ayj'+ 4//') = 8. 

Si l’on ajoute la deuxième à la quatrième, on aura 

A •+- P H- n H- a H- p — (/>'+ 2 y/-t- !\p'") — 7 - 
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Si l’on retranche l’une de l’autre les deux équations que nous venons 
de trouver, on aura 

S+F-A-P=i 

ou 

S+F = A + P+ I. C. Q.F. D. 

On peut encore arriver à l’équation précédente sans avoir recours à 
la décomposition des polyèdres en pyramides triangulaires. En effet, 
supposons les divers polyèdres réunis successivement autour de l’un 
d’eux pris à volonté. 

Soient : 

a, f, s les nombres d’arêtes, de faces et de sommets de ce premier 
polyèdre; 

a',/', s' les nombres des arêtes, faces et sommets du deuxième polyèdre 
qui ne lui sont pas communs avec le premier; 
a"s" les nombres des arêtes, faces et sommets du troisième polyèdre 
qui ne lui sont pas communs avec les deux premiers. 

Vous aurez, en vertu du théorème d’Euler et du théorème sur les 
polygones (voir le Corollaire, p. 19), 

s f ~ a -t- 2 , 
s' + + 

s« + f - a" ■+- 1 , 


En ajoutant ces équations, qui sont en nombre égal à P, et obser¬ 
vant que 

s + s' + j’ + ...= s, /+• F, «-+-«' H-a" + ...r=A, 

on aura 

(3) S + F=A + P + i. 

Corollaire. — Si l’on représente par v, a et/les nombres de sommets, 
arêtes et faces compris dans la surface extérieure du polyèdre donné, 
par v , a t et / les nombres de sommets, arêtes et faces situés à l’inté- 
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rieur, on aura 

$ = s-h s l9 À — a + 

On aura d’ailleurs, en vertu du théorème d’Euler, 

.9 -h/=za4- 2. 

Par suite, l’équation (3) deviendra 

- s , 4” .// ” a J 4- P 4- I. 


OJiuvres de C. — S. Il, t. I. 
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LES POLYGONES ET LES POLYÈDRES. 


SECOND MÉMOIRE 


Journal de L'École Polytechnique, XVI e Cahier, Tome IX, p. 87; 1813. 


Dans le Mémoire que j’eus l’honneur do présenter l’année dernière 
à la Classe, j’avais réuni quelques recherches sur les polygones et les 
polyèdres réguliers et irréguliers, et j’avais généralisé le théorème 
d’Euler sur le nombre des éléments qui constituent un polyèdre quel¬ 
conque. MM. Legendre et Malus, dont le rapporta déterminé, en faveur 
de ce Mémoire, l’approbation de la Classe, m’engagèrent dès lors à 
poursuivre mon travail et à chercher la démonstration du théorème ren¬ 
fermé dans la définition 9, placée à la tète du onzième Livre des Éléments 
d’Euclide, savoir que deux polyèdres convexes sont égaux lorsqu’ils 
sont compris sous un même nombre de faces égales chacune à chacune. 
J’ai examiné, en conséquence, avec beaucoup de soin, les démonstra¬ 
tions que M. Legendre avait déjà données cle ce théorème dans plu¬ 
sieurs cas particuliers; et, en développant les principes dont il avait 
fait usage, je suis parvenu à démontrer, d’une manière générale, le 
théorème dont il s’agit et quelques autres qui s’y rapportent. Ces 
théorèmes sont de deux espèces : les uns sont relatifs aux polygones 

(*) Lu à la première Classe de l’Institut, dans la séance du 20 janvier 1812, par 
À.-L. Cauchy, ingénieur des Ponts et Chaussées. 
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convexes rectilignes et sphériques; les autres aux angles solides et 
aux polyèdres convexes. Je vais les exposer successivement dans les 
deux Parties de ce Mémoire. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Théorèmes sur les polygones convexes rectilignes et sphériques. 

M. Legendre a démontré, dans ses Éléments de Géométrie sur les 
triangles rectilignes et sphériques, un théorème qu’on peut énoncer de la 
manière suivante : 

Théorème I. — Si, dans un triangle rectiligne ou sphérique ABC ( fi g. i ) 
dont deux côtés AB, AC sont invariables, on fait croître ou diminuer 
l’angle A compris entre ces côtés, le côté opposé BC croîtra dans le 
premier cas et diminuera dans le second. 



On peut généraliser ce théorème de la manière suivante : 

Théorème II. — Si, dans un polygone convexe rectiligne ou sphé¬ 
rique ABCDEFG (fig- 2), dont tous les côtés AB, BC, CD, ..., FG, à 
Vexception d’un seul AG, sont supposés invariables, on fait croître ou 
décroître simultanément les angles B, C, D, E, F, G compris entre ces 
mêmes côtés, le côté variable AG croîtra dans le premier cas et décroîtra 
dans le second. 

Démonstration. — Supposons d’abord que l’on lasse croître l’angle ABC 
tout seul; alors, dans tout le polygone ABCDEFG, il n’y aura que le 
triangle ABC de variable; et, dans ce triangle même, il n’y aura de 
variable que le côté AG et les angles : mais l’angle ABG devant croître 
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par l’hypothèse, le côté variable AG croîtra nécessairement. On ferait 
voir de même que les angles C, D, E, ... venant à croître successive¬ 
ment, le côté AG ira toujours en croissant. L’accroissement simultané 

Fig. a. 



de ces mêmes angles devant produire le même effet que leur accrois¬ 
sement successif, ne pourra qu’augmenter la droite en question. 

On prouverait de même que la diminution simultanée des angles B, 
C, D, E, F entraînerait celle du côté variable AG. 

Théorème III. — Si, dans un polygone convexe rectiligne ou sphé¬ 
rique ABCDEFG {fig. 3 ) dont les côtés sont invariables, on fait varier 
tous les angles, ceux-ci ne pourront tous varier dans le même sens, soit 
en plus, soit en moins. 

Fig. 3. 



Démonstration. — En effet, on vient de voir, dans le théorème précé¬ 
dent, que tous les angles non adjacents à un même côté ne peuvent va¬ 
rier dans le même sens sans que le côté lui-même augmente ou diminue. 

Théorème IV. — Si, dans un polygone convexe rectiligne ou sphérique, 
dont les aptes sont invariables, on fait varier tous les angles et que, 
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passant ensuite en revue ces mêmes angles, on les classe en différentes 
séries en plaçant dans une même série tous les angles qui, pris consécuti¬ 
vement, varient dans le même sens, les séries composées d’angles qui 
varieront en plus seront toujours en même nombre que les séries composées 
d’angles qui varieront en moins et, par suite, le nombre total des séries 
sera pair. 

Démonstration. — On vient de prouver que tous les angles ne peuvent 
varier dans le même sens. Cela posé, il est facile de voir que, si l’on fait 
le tour du polygone, on trouvera les différentes séries alternativement 
composées d’angles qui varieront en plus et d’angles qui varieront en 
moins. Si, par exemple, la première série est composée d’angles qui 
varient en plus, la troisième, la cinquième, la septième,... séries seront 
aussi composées d’angles qui varieront en plus et, en général, toutes 
les séries d’ordre impair seront de même, nature que la première série. 
11 est donc impossible que la dernière série soit une série de rang 
impair; car, étant de meme nature que la première, elle se confondrait 
avec elle. La dernière série est donc une série de rang pair et, par suite, 
le nombre total des séries est pair. 

Théorème Y. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, le nombre des séries sera toujours au moins égal à l\. 

Démonstration. — Nous venons de prouver qu’il est nécessairement 

Fig. 



pair; il reste à faire voir qu’il ne peut être égal à 2. Et, en effet, si dans 
le polygone ABCDEFGH {ffg- 4 ). dont les côtés sont invariables, tous 
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les angles que l’on suppose variables pouvaient être classés en deux 
séries, savoir : une série d’angles A, B, C, D variables en plus et une 
série d’angles E, F, G, H variables en moins, la diagonale ÀE, qui ne 
laisse d’un côté que des angles B, C, D variables en plus et, de l’autre, 
que des angles F* G, H variables en moins, devrait a la fois croître et 
décroître, ce qui est absurde. 

Il y aura clone toujours au moins quatre séries, savoir : deux séries 
d’angles qui varieront en plus et deux séries d’angles qui varieront en 
moins. 

Théorème VL — Les mêmes choses étant posées que dans les deux 
théorèmes pj'écédenls , si Von passe en renie tous les angles du polygone 
et quon les compare deux à deux dans Vordre où ils se présentent relati¬ 
vement aux signes de leurs variations, on trouvera, en faisant le tour du 
polygone, au moins quatre changements de signes . 

Démonstration . — En effet, on vient de voir qu’il y aura toujours au 
moins deux séries d’angles qui varieront en plus et deux séries d’angles 
qui varieront en moins. La variation du dernier angle de chaque série 
étant toujours de signe contraire à celui de la variation du premier 
angle de la série suivante, les quatre séries dont il est question four¬ 
niront évidemment quatre changements de signes. 

Nota. — Les trois théorèmes précédents n’ont lieu que pour des 
polygones de plus de trois côtés et non pour des triangles dans les¬ 
quels l’invariabilité des angles entraîne celle des côtés. 

Théorème VIL — Si, dans un polygone convexe rectiligne ou sphérique 
de plus de quatre cotés , on suppose non seulement les côtés, mais aussi 
plusieurs angles invariables et qu on fasse varier les angles restants, 
puis que, passant en revue tous les angles variables du polygone, on les 
classe en différentes séries, en plaçant dans une même série tous ceux qui, 
pris consécutivement ou séparés les uns des autres par les angles inva¬ 
riables, varient dans le même sens, on trouvera toujours au moips quatre 
séries d’angles variables : savoir , deux séries d’angles variables en plus 
et deux séries d’angles variables en moins. 
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Démonstration. — Avec les sommets qui correspondent aux angles 
variables du polygone donné formez un second polygone. Il est facile 
de voir que les côtés de ce second polygone seront invariables et que 
ses angles seront en même nombre et éprouveront les mêmes variations 
que les angles variables du premier polygone. 

Supposons, par exemple, que, dans le polygone donné 

A abc\$cleÇ*fgT) (fig. 5), 

A, B, C, I) soient les seuls angles variables. Joignez AB, BC, CD, ..., 
vous diviserez le polygone donné en plusieurs parties dont la princi- 

Fig. 5 . 



pale sera b; polygone intérieur ABCD, composé d’autant de côtés que 
le polygone donné avait d’angles variables. De plus, il est facile de voir 
<[ue ce second polygone sera la seule partie variable dans le polygone 
donne. ht, on eflet, les angles a, b, c, ..., d, e, ... étant invariables, 
ainsi que les côtés adjacents, les polygones extérieurs AabcB, BdeC ,... 
sont nécessairement invariables. Il suit de là : 

i” Que les côtés AB, BC, CD, ... qui font partie de ces polygones 
extérieurs sont invariables; 

2° Que la dilférencc de chacun des angles variables du polygone 
donné avec l’angle du polygone intérieur qui a même sommet étant tou¬ 
jours représentée, ou par l’angle d’un polygone extérieur tel que CDg-, 
ou par la somme de deux angles de cette espèce tels que .DC/, BCe, 
cette différence est nécessairement constante et, par suite, que les 
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angles du polygone ABCD varient de la même quantité que les angles 
variables du polygone donné. 

Cela posé, il est évident que les séries d’angles variables, soit en plus, 
soit en moins, seront en même nombre de part et d’autre. D’ailleurs 
(d’après le théorème Y), les angles du polygone ABCD doivent former 
au moins quatre séries : savoir, deux séries d’angles variables en plus 
et deux séries d’angles variables en moins. Il en sera donc de mémo 
des angles variables du polygone donné. 

Nota. — Le polygone ABCD ne pouvant avoir moins de quatre côtés, 
puisque l’on suppose ses angles variables, le polygone donné ne peut 
avoir moins de cinq côtés ni moins de quatre angles variables. 

Théorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précèdent, si l’on passe en revue tous les angles variables du polygone et 
qu’on les compare deux à deux dans l’ordre où ils se présentent relati¬ 
vement aux signes de leurs variations, on trouvera toujours, en faisant le 
tour du polygone, au moins quatre changements de signes. 

Démonstration. — En effet, on vient de voir qu’il y aura toujours au 
moins deux séries d’angles qui varieront en plus et deux séries d’angles 
qui varieront en moins. La variation du dernier angle de chaque série 
étant toujours de signe contraire à celui de la variation du premier 
angle de la série suivante, les quatre séries dont il est question fourni¬ 
ront quatre changements de signes. 


SECONDE PARTIE. 

Théorèmes sur les angles solides et les polyèdres convexes. 

On sait qu’un angle solide peut toujours être représenté par le poly¬ 
gone sphérique qu’on obtient en coupant cet angle solide par une 
sphère décrite de son sommet comme centre avec un rayon pris à 
volonté. Les côtés du polygone sphérique mesurent les angles plans qui 
composent l’angle solide, et les angles du polygone mesurent les coins 



SUR LES POLYGONES ET LES POLYÈDRES. 


33 


compris entre leurs plans ou, si l’on veut, les inclinaisons sur les 
différentes arêtes de l’angle solide. Cela posé, il est facile de voir que 
si, dans les théorèmes I, II, III, IV, V, VI, VII et VIII, on substitue les 
noms d’angles solides, d’angles plans et d’inclinaisons sur les arêtes 
à ceux de polygone sphérique, de côtés et d’angles, on obtiendra autant 
de théorèmes sur les angles solides. Nous nous contenterons d’énoncer 
ici ceux qui correspondent aux théorèmes VI et VIII démontrés ci- 
dessus. 

Théorème IX. — Si, dans un angle solide à plus de trois faces et do fit 
les angles plans sont invariables , on fait varier les inclinaisons sur toutes 
les arêtes et que , passant ensuite en revue ces mêmes inclinaisons, on les 
compare deux à deux dans Vordre oit elles se présentent relativement aux 
signes de leurs variations , on trouvera toujours, en faisant le tour de 
Vangle solide, au moins quatre changements de signes. 

Théorème X. — Si, dans un angle solide à plus de quatre faces , on 
suppose non seulement les angles plans, mais encore les inclinaisons sur 
quelques arêtes invariables et qu on fasse varier les inclinaisons sur les 
arêtes restantes, dont le nombre doit être au moins égal à 4, puis que, 
passant en revue les arêtes sur lesquelles les inclinaisons varient , on 
compare ces inclinaisons deux à deux dans Vordre oit elles se présentent 
relativement aux signes de leurs variations, on trouvera toujours , en 
faisant le tour de Vangle solide, au moins quatre changements de signes . 

Théorème XI. — Dans un polyèdre quelconque, la somme faite du 
nombre des faces et de celui des sommets surpasse de deux unités le 
nombre des arêtes. 

Ce théorème a été découvert par Euler. On en peut voir une démons¬ 
tration ingénieuse dans les Éléments de Géométrie de M. Legendre. 

Si l’on représente par S le nombre des sommets d’un polyèdre quel¬ 
conque, par H le nombre de ses laces, par A le nombre de ses arêtes, 
le théorème précédent fournira l’équation 

S -+- H A —h 2, 


OEiivres de C. — S. II, t. I. 
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ou 

A — H — S -- 2 . 

Corollaire. — Soient : 

a le nombre des triangles; 
b le nombre des quadrilatères ; 
n le nombre des pentagones; 
d le nombre des hexagones ; 
e le nombre des heptagones, etc., 

qui composent la surface d’un polyèdre, on aura 

H m Cl *4" b —{— C 4“ d *4“ 6 ~4~ . . . , 

2 A — 3 ci —f- 4 b *4" 5 c 4” 6 d H— 7 ^ —l— * • • 

et, par suite, 

4( A — H) — 2 ci H- 4^ 4" 6 c -4~ 8 d *4~ io e 4~... ; 

d’ailleurs, par ce qui précède, 

A — H = S — 2 ; 

on aura donc aussi 

4 S — 8 tnz 2 CL H— 4 b "4“ 6 C H— 8 d 4~ 10 G H— .... 

Théorème XII. — Si Von conçoit la surface d'un polyèdre décomposée 
en plusieurs portions, chaque portion du polyèdre pouvant être, à volonté, 
ou une face seule, ou le système de plusieurs faces voisines considérées 
comme ne formant quun seul groupe, le théorème d'Euler aura lieu 
entre le nombre des portions dont il s'agit , le nombre des arêtes qui 
servent de limites à ces mêmes portions et le nombre des sommets compris 
entre ces arêtes; c'est-à-dire que la somme faite du nombre des portions 
et de celui des arêtes qui les terminent surpassera de deux unités le nombre 
de ces mêmes arêtes . 

Démonstration . — Le théorème dont il s’agit aurait évidemment lieu, 
si les droites qui terminent chaque portion du polyèdre se trouvaient 
dans un même plan; car alors on pourrait former un nouveau polyèdre 
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en substituant à chaque portion une face plane terminée au même 
contour. 

Cela posé, il est facile de sentir que le théorème doit encore avoir 
lieu dans l’hypothèse contraire à celle que l’on vient de faire ; car le 
nombre des portions, celui dos arêtes qui leur servent de contour et 
celui des sommets compris entre ces arêtes restent les mêmes dans les 
deux cas. 

Si l’on représente par II le nombre des portions dont il s’agit, par A 
le nombre des arêtes qui les terminent, par S le nombre des sommets 
compris entre ces arêtes, on aura, comme précédemment, 

S h- H = A + 2, 
ou 

A — 11 = S — 2 . 

Corollaire. — Soient : 

a le nombre des portions du polyèdre terminées par un contour de trois 
arêtes; 

b le nombre des portions terminées par un contour de quatre arêtes; 
c, d, e, ... le nombre des portions terminées par un contour de cinq, 
de six, de sept, ... arêtes; 

on aura 

TI o, —{- b —f“ c -f" ci e “H ..., 

2 À= 3 «-i- 4 è-i- 5 c-+- 6 rf+ 7e H-..., 

4 (A — II) = 2 Æ + 4t , + 6c-h8û?+ioe-i-... 

et, par suite, 

4S — 8 = 2«-t-4è-i-6c + 8ûf + ioe-t-.... 

Les théorèmes précédents vont nous donner les moyens de démontrer 
le théorème renfermé dans la définition IX du onzième Livre d’Euclide. 
Ce dernier peut être énoncé de la manière suivante : 

Théorème XIII. — Dans un polyèdre convexe dont toutes les faces sont 
invariables, les coins compris entre les faces ou, ce qui revient au même, 
les inclinaisons sur les différentes arêtes sont aussi invariables; en sorte 



36 


SUR LES POLYGONES ET LES POLYÈDRES. 


que, avec les mêmes faces, on ne peut construire qu’un second polyèdre 
convexe symétrique du premier. 

Démonstration. — En effet, supposons, contre l’énoncé ci-dessus, 
que l’on puisse faire varier les inclinaisons des faces adjacentes sans 
détruire le polyèdre et, pour simplifier encore la question, supposons 
d’abord que l’on puisse faire varier toutes les inclinaisons à la fois. 
Les inclinaisons sur certaines arêtes varieront en plus; les inclinaisons 
sur d’autres arêtes varieront en moins, et en comparant deux à deux, 
relativement aux signes de leurs variations, les inclinaisons des arêtes 
qui, dans chaque face, aboutissent aux mêmes sommets, on trouvera, 
en passant successivement d’une arête à l’autre, plusieurs changements 
de signes. C’est le nombre de ces changements que nous allons cher¬ 
cher à déterminer. 

Soient (comme ci-dessus, théorème NI) : 

S le nombre des angles solides du polyèdre; 

H le nombre de scs faces; 

A le nombre, de ses arêtes; 

on aura (par le théorème XI) 

4 ^ 6 — 2 ci — j— 4 é —i— t> c H- S cl -+- io6 —1~.... 

Cela posé, il suit du théorème IX que chaque angle solide doit 
fournir au moins quatre changements de signes entre les variations 
d’inclinaison sur les arêtes qui le composent. La surface totale du 
polyèdre devra donc fournir un nombre de changements de signes au 
moins égal à 4S; reste à savoir si cela est possible. 

Or, si l’on compare successivement deux à deux les différentes 
arêtes qui composent une même face, on trouvera que chaque face 
triangulaire contenant toujours au moins deux arêtes sur lesquelles les 
variations d’inclinaison sont de même signe, ne pourra fournir au plus 
que deux changements de signes. Les quadrilatères pourront fournir 
chacun quatre changements de signes; mais les pentagones se trouvant 
dans le même cas que les triangles n’en fourniront chacun que quatre 
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au plus, comme les quadrilatères. En continuant de même, on fera voir 
que les hexagones et les heptagones ne pourraient fournir chacun plus 
do six changements de signes, que les octogones et les ennéagones n’en 
pourraient fournir chacun plus de huit et ainsi de suite. Il suit de là 
que toutes les faces du polyèdre ne pourront fournir ensemble plus 
de changements de signes qu’il n’v a d’unités dans Ja somme laite de 
deux fois le nombre des triangles, de quatre fois celui des quadrila¬ 
tères, de quatre fois celui des pentagones, de six fois celui des hexa¬ 
gones, etc., ou dans 


2 a + 4 b -t- 4c -+- &cl -t- 6e -t-.... 

Mais, si l’on compare ce résultat à la valeur de 4 S — 8 trouvée plus 
haut, il sera facile de voir qu’il ne peut jamais la surpasser. 11 est donc 
impossible d’obtenir entre les variations d’inclinaison sur toutes les 
arêtes un nombre de changements de signes au moins égal à 4 S ; on ne 
peut donc changer à la Ibis les inclinaisons sur toutes les arêtes. 

Si l’on suppose, en second lieu, que dans le polyèdre donné, non seu¬ 
lement les faces, mais encore les inclinaisons sur plusieurs arêtes restent 
invariables et que cependant on puisse, sans détruire le polyèdre, faire 
varier les inclinaisons sur les arêtes restantes, alors, pour démontrer 
l’absurdité de. l’hypothèse, il suffira de concevoir la surface du polyèdre 
décomposée en autant de portions que les arêtes sur lesquelles les incli¬ 
naisons varient forment de contours différents, et d’appliquer aux por¬ 
tons, aux arêtes qui les terminent étaux sommets compris entre ces 
arêtes, les mêmes raisonnements que nous avons appliqués dans l’hypo¬ 
thèse précédente aux faces, aux arêtes et aux sommets du polyèdre. On 
y parviendra en substituant, dans le cours de la démonstration, les 
théorèmes X et XII aux théorèmes IX et XI sur lesquels on s’est appuyé 
dans le premier cas. 

Corollaire I. — 11 suit du théorème précédent que deux polyèdres 
convexes, compris sous un même nombre de faces égales et semblablement 
placées, sont ou superposables ou symétriques et, dans les deux cas, ils 
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sont nécessairement égaux. C’est en quoi consiste le théorème renfermé 
dans la définition IX du onzième Livre d’Euclide. 

Corollaire II. — Il suit encore du théorème précédent que, lorsque 
deux polyèdres convexes sont compris sous un même nombre de faces 
semblables et semblablement placées , le deuxième est semblable au pre¬ 
mier ou à un troisième polyèdre symétrique du premier. C’est en quoi 
consiste le théorème renfermé dans la définition X du Livre déjà cité. 
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Journal de l’École Polytechnique, XVI e Cahier, t. [X, p. 99; 1813. 


M. Lagrange a démontré, le premier, dans les Mémoires de Berlin 
(année 1770), le théorème suivant : 

Étant donnés un nombre premier p et deux autres nombres entiers là 
et C positifs ou négatifs, mais non divisibles par p , on peut toujours 
trouver deux nombres t et u 9 tels que la formule 

soit divisible par p. 

Ce théorème a quelque analogie avec un autre plus simple et dont 
voici Fénoncé : 

Étant donnés un nombre premier p et deux autres nombres entiers A 
et B positifs ou négatifs , mais non divisibles par p , on peut toujours 
trouver un nomjyre x tel que la formule 

kx -h B 

soit divisible par p . 

Ce dernier théorème ayant été démontré très simplement par M. Le¬ 
gendre dans son Introduction à la théorie des nombres , l’analogie m’a 
porté à croire qu’il devait exister une démonstration semblable du 
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théorème de M. Lagrange. Le travail que j’avais entrepris dans le 
dessein de parvenir à cette démonstration m’a conduit, en outre, à la 
démonstration de quelques autres théorèmes que je vais exposer suc¬ 
cessivement, et dont plusieurs me paraissent nouveaux. 

Pour simplifier les énoncés des théorèmes, j’appellerai nombres de- 
même forme, relativement à un diviseur donné, des nombres entiers 
qui, étant divisés par ce diviseur, donneront des restes entiers et posi¬ 
tifs égaux. Par opposition, j’appellerai nombres de forme différente des 
nombres entiers qui, étant divisés par le diviseur donné, donneront 
des restes entiers et positifs différents. 

Supposons que 

^0» #15 tfq, * • • J (ta 

soient une série de nombres entiers positifs ou négatifs, composée de 
a + i termes différents; nous représenterons par a x le terme général 
de cette série et nous dirons alors que la formule a x peut prendre 
successivement a •+• i valeurs différentes. Si, de plus, les valeurs par¬ 
ticulières 

Cto, Ct[r Ct o , •••> Ctfx, 

de la formule a x , sont toutes de formes différentes relativement à un 
diviseur donné, nous dirons alors que la formule a x peut fournir a -+- i 
valeurs de formes différentes. 

Soient de même 

*0, b u b,_, ..., -fcp; c„, c„ c,. C r ; 

des séries composées chacune de termes de formes différentes relative¬ 
ment à un diviseur donné ; nous représenterons par b y , c z -, ... les termes 
généraux de ces séries ct nous dirons que les formules b y ,c z , ... peuvent 
fournir, l’une p H-1, l’autre y 4 - t valeurs de formes différentes. 

Cela posé, je vais passer à la démonstration des théorèmes, en com¬ 
mençant par ceux qui sont déjà connus. 

Théorème I. — Soit, pris pour diviseur, un nombre entier quelconque n. 
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premier ou non premier; soit 

a -h iln, 


et supposons que la formule a x puisse fournir a 4- ] valeurs de formes 
différentes relativement au diviseur n; soit , de plus , k un nombre entier 
quelconque positif ou négatif; je dis que les formules 

te —}— g x et h — g x 

fourniront chacune a 4 - i valeurs de formes différentes relativement au 
diviseur n . 

Démonstration . — Soient « r et a s deux valeurs de la formule a x , les 
deux valeurs correspondantes de la double formule k ± a x seront 

k±a r , k±a s \ 

d’ailleurs, la différence des valeurs a r9 a s de la première formule ne 
[)ouvant être ni nulle ni divisible par n, il on sera do même do la diffé¬ 
rence des valeurs 

te ± a n k ± a s 

de la double formule k ±: a x , puisque cette dernière différence est, au 
signe près, égale à la première. Il résulte de là que deux valeurs do la 
formule 

k + a x ou k — a x 

sont nécessairement de formes différentes relativement à n. 

Théorème IL — Soit , pris pour diviseur , un nomhrje premier p; soit 

& 4 - i = p> 

et supposons que la formule a x puisse fournir a 4- i valeurs de formes 
différentes relativement à p; soit, de plus , A un nombre entier quelconque 
positif ou négatif , non divisible par p; je dis que la formule Aa :r four¬ 
nira aussi a H- t valeurs de formes différentes . 

OEuvres de C - — S. II, t. I. 


6 



kî> RECHERCHES SUR LES NOMBRES. 

* Démonstration. — Soient a r et a s deux valeurs de la formule a x . Les 
deux valeurs correspondantes de la formule Aa x seront 

Aa v et ka s ; 

(railleurs, les deux quantités À et a r —a s n’étant point, par Phypo- 
tbése, divisibles par/?, la différence 

A ct $ ) 

des deux valeurs Aa r , Aa s de la formule Aa x ne pourra être non plus 
divisible par p. Il suit de là que deux valeurs de la formule À a x sont 
nécessairement de formes différentes relativement à n. 

Théorème HL — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précèdent et k étant un nombre entier quelconque positif ou négatif\ la 
formule 

k -f- A a x ou k — A a x 

fournira a -f- i valeurs de formes différentes relativement à p. 

Dèmojistration . — En effet, il suit du théorème I que la formule 
/{ + A a x o u k — A a x 

fournira autant de valeurs de formes differentes que la formule A a x , e( 
il suit du théorème II que celle-ci fournira autant de valeurs de formes 
differentes que la valeur a x . 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent , si, de plus, le nombre cl -+-1 des valeurs de la formule a x est 
égal à p , l’une des valeurs de la formule 

k -f- A a x o u k — À ci x 

sera divisible par p. 

Démonstration. — En effet, dans le cas dont il s’agit, la formule 
k -h A a x ou k — A a X9 

étant divisée par/?, doit donner p restes différents, c’est-à-dire tous les 
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restes possibles; elle doit donc donner aussi le rosie zéro. La valeur 
de la formule qui correspond à ce reste sera évidemment divisible 
par p. 

Théorème Y. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p ; soit. 

a -h 2 é. p, 

et supposons que la formule a x puisse fournir a r valeurs de formes 
différentes relativement à p; soit, de plus, k un nombre entier quelconque 
positif ou négatif; je dis que les deux formules 

a x et a x +k 

fourniront ensemble au moins cl - 1- 2 valeurs de formes différentes rela¬ 
tivement à p. 

Démonstration . — Supposons, contre l’énoncé ci-dessus, que les 
deux formules 

ci x cl a x ~t~ k 

ne puissent fournir ensemble plus de a -t- i formes différentes. Hans 
ce cas, toutes les valeurs de la seconde formule devront être de mêmes 
formes que celles de la première. Il suit de là que a,, étant une valeur 
quelconque de la première formule et a,.-\-k la valeur correspondante 
de la seconde, l’une des valeurs de la première formule sera nécessai¬ 
rement de la forme a,.-\-k. En substituant cette valeur à a,, on prou¬ 
vera, par un raisonnement semblable à celui qu’on vient de Caire, que 
la, formule a x doit nécessairement fournir une valeur do la forme 

( a r -i- k ) -h k ou a,, -h 2 k, 

et, en continuant de même, on fera voir, en général, que la formule a,., 
dans l’hypothèse présente, devra fournir des valeurs de toutes les formes 
suivantes : 

ci,., ci r -\-k, fl,. -4- 2 fl,. H- o . .., 0 k, 

et comme les formes dont il s’agit sont toutes différentes entre olles.ot 
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(>n nombre égal à p, la formule a x devrait fournir p valeurs de formes 
différentes; ce qui ne peut être, puisqu’on suppose p plus grand que 
a 4 - 2, ou tout au plus égal à a 4 - 2. 

Théorème VI. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p; soit 

et supposons que la formule a. x puisse fournir a 4 - 1 valeurs de formes dif¬ 
férentes relativement à p ; soient, de plus, b a , b { deux nombres entiers de 
formes différentes relativement au même diviseur ; Je dis que les formules 

ci x -V- b 0, a x -^~ éj 

fourniront ensemble au moins a h- 2 valeurs de formes différentes. 

Démonstration. — Pour déduire ce théorème du précédent il suffit 
de substituer la formule a x - 1- b a à la formule a x et de faire ensuite 

b t -b 0 =k. 

Théorème VIL — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p et soient 
a et p deux nombres entiers tels que l’on ait 

a -h {3 -H i s.pi 

supposons que la formule a x puisse fournira. 4- i valeurs de formes diffé¬ 
rentes et la formule b y , (Ü 4 - 1 valeurs de formes différentes ; je dis que 
la formule a x +- b y fournira au moins a + p + 1 valeurs de formes 
différentes. 

Démonstration. — On peut toujours supposer que la formule a x soit 
celle qui fournisse le plus de valeurs. Cela posé, l’on aura ( 3 <a. Do 
plus, il pourra arriver, ou que les valeurs de la formule a* et celles do 
la formule b r soient toutes de formes différentes, ou que les formes des 
valeurs de la formule b y . soient toutes comprises parmi les formes des 
valeurs de la formule a æ , ou que les formes des valeurs de la formule b y 
soient en partie comprises et en partie non comprises parmi celles 
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des valeurs de la formule a x . Nous allons examiner chacun de cos trois 
cas séparément. 

Premier cas. — Et d’abord, pour ramener le premier cas à l’un des 
deux suivants, il suffit de substituer à la formule b r la formule b y — k, 
en prenant pour k un nombre entier positif ou négatif, tel que l’une 
des valeurs de la formule b y — k soit égale à l’une des valeurs de la 
formule a x . La formule a x -+- b y devant fournir autant de valeurs dilfé- 
rentes que la formule. 

& x -\~ by — Il j 

il suffira do démontrer le théorème relativement aux formules 

a x cl b y —Je 

qui fourniront au moins deux valeurs de mémo forme. 

Deuxieme cas. — Supposons que les formes des valeurs de b y soient 
toutes comprises parmi les formes des valeurs de la formule a s . Il 
pourra arriver, ou que la formule a œ -\- b y fournisse p valeurs de formes 
différentes, c’est-à-dire des valeurs de toutes les formes possibles déter¬ 
minées par les restes 

o, I, 2 , 3, /? — ï, 

ou que le nombre des valeurs de formes différentes fournies parla for¬ 
mule a x +b r soit plus petit que p. Dans la première hypothèse, le 
théorème se trouve vérifié, puisque l’on suppose 

a -f- (3 H~ i 

tout au plus égal à p. Soit, dans la seconde hypothèse, i -f- y le nombre 
des formes qui ne sont pas comprises parmi celles de la formule b y , 
et soit c z le terme général d’une série composée de i H-y termes qui 
présentent successivement ces mêmes formes. Les deux formules 

o x —j— b y et c ~ 

comprendront à elles deux toutes les formes possibles. Soient,.de plus, 
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b m , /;„ deux valeurs de la formule b y ; b m — b„ ne pourra être ni nulle 
ni divisible par p et, par suite, les deux formules 

c~ el C- i h iu b 

devront, fournir y 4- 2 valeurs de formes différentes. La formule 

c z 4- b„, — b„ 

devra donc fournir une valeur dont la forme ne soit pas comprise 
parmi celles de la formule c z et soit comprise parmi celles de la for¬ 
mule « x -i-b r Soient c k , a n b s les valeurs de c,, a x , b y qui rendent la 
formule 

c z + b — b n 


de même forme que la formule a x -h b r Substituez aux formules a,. 
et b y les deux formules 

ci £ H- b s cl b y H~ c /; — h t] . 

Il est facile de voir que ces deux dernières formules contiendront au 
moins deux termes de même forme, savoir : 


a,.-h b s el b m + c k — b, t . 


De plus, la formule 


b y -+- c k — b„ 


contiendra au moins un terme c k dont la forme ne sera point comprise 
parmi celles des valeurs de la formule a x 4 - b s . Les deux formules 


Ox 4 b s, b y -+- c k — l>n 

fourniront donc des valeurs de même forme et des valeurs de formes 
différentes; d’ailleurs, il suffit de démontrer le théorème relativement 
à ces deux dernières formules, pour qu’il soit démontré relativement 
aux formules a x et b r La question pourra donc être toujours ramenée 
au troisième cas que nous allons examiner. 

Troisième cas. — Supposons que les formes des valeurs de la for- 
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mule b r soient on partie comprises et en partie non comprises parmi 
celles des valeurs de la formule a x . Soit 

(i) a t , a,, . .., a a 

la série des valeurs de la formule a x au nombre de a 4 - r, et soit 

( 2 ) b$, bi, b o, .. •, brj_ 

la série des valeurs de la formule b y au nombre de 3 -f-1. 

Comme il ne s’agit ici que des formes des valeurs que l’on considère, 
c’est-à-dire des restes qu’on obtient en les divisant par/;, on pourra 
supposer les termes des séries (i) et (2) plus petits que p, parce que, 
dans tous les cas, on peut les rendre tels on retranchant p de chacun 
d’eux autant de lois que possible. Alors, les termes qui étaient de 
même forme dans les deux séries deviendront égaux de part et d’autre. 
Soit r H- y le nombre de ces termes et soient respectivement 

a„, ci,, < 7 ,, ..., ciy, é,„ bi, b*, ..., b r 

les termes égaux, en sorte que l’on ait 

«0 — è 0 , Ol-bi, ..., Cly—by\ 

soient, de plus, 

• • •, ^y-i-ü, • • •> ép 

les autres termes des séries (1 ) et (2), qui seront tous de formes diIle- 
rentes ; les séries (1) et (2) seront respectivement 

( 1 ) ûq, Cl o, •••? ^y-t-i» a y-t-2> • • • » 

( 2 ) a Q , CL M «y, &y-t-i> ^y+- 2 > •••» ^j3» 

Cela posé, je dis que, pour démontrer le théorème relativement aux 
séries (1) et(a), il suffira de le démontrer relativement aux deux séries 

(3) a 0 , ci,, eu, ..., 0 ,., o T+2 , ..., a a , è y+1 , é r+2 , .... 

(-1) a 0 , ci,, ..., a r , 
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qui ne diffèrent des deux séries données que parce qu’on a fait passer 
dans la première tous les termes de la seconde qui n’étaient pas com¬ 
muns aux deux séries. Pour prouver cette proposition il suffira de 
faire voir que toutes les sommes que l’on peut obtenir, en ajoutant 
successivement les termes de la série (4) à ceux de la série (3), sont 
nécessairement de la forme ct x -\-b y ; en sorte qu’on peut les obtenir 
également en ajoutant successivement les termes de la série ( 2 ) à ceux 
de la série ( 1 ). Et, en effet, les sommes dont il s’agit sont de deux 
espèces. Les unes résultent de.l’addition clés termes a„, a,, a.,, .. a y 
de la série (4) aux termes 

éy-t-u », éy +3 , ..., 

de fa série (3), et sont évidemment de la forme a x -\-b y . Les autres 
résultent de l’addition des termes de la série (4) avec les termes 

^U5 ^2» • • •? Cly^ Æy-t-l, • • ClrL 

de la série (3); d’ailleurs, les termes 

< 7 0 , Cl j j Cl 2, •••, Cl y, Æy-f-ij ...1 Clfx 

étant de la forme a x , et les termes de la série (4) pouvant être* consi¬ 
dérés comme étant de la forme b y , parce qu’ils sont communs aux 
séries ( 1 ) et ( 2 ), les sommes dont il s’agit seront encore de la forme 
a. x - 1 - b y . Ainsi, pour démontrer le théorème relativement aux séries ( 1 ) 
et ( 2 ), il suffira de le démontrer relativement aux séries (3) et (4) 
composées : l’une de 

1 + a -H (3 — y 

termes de formes différentes, l’autre de 

1 + 7 

termes dont les formes sont comprises parmi celles des termes ch; la 
série (3). 

Cela posé, on pourra, par le moyen des transformations employées 
dans le deuxième cas, augmenter les séries (3) et (4) de quantités 
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telles que les formes des termes de la série (4) soient en partie com¬ 
prises et en partie non comprises parmi les formes des termes de la 
série (3). Soit o i le nombre des termes qui, après ces transforma¬ 
tions, seront de même forme dans les deux séries ; on pourra, en 
opérant comme ci-dessus, substituer aux séries (3) et (4) deux nou¬ 
velles séries (5) et (G) composées, l’une de 

I-+-a-H P— y H-(y— ô) = J H-«-H P — à 

termes de formes différentes, l’autre de 

1 +0 

termes dont les formes se trouveront comprises parmi radies des termes 
de la série (5), et l’on prouvera, comme précédemment, que, pour 
démontrer le théorème relativement aux séries (3) et (4), il suffira de 
le démontrer relativement aux séries (5) et (G). 

En continuant de même, on fera voir, en général, que l’on peut 
substituer aux séries données, dont les nombres de termes sont, respec¬ 
tivement 

oc -S- l, p -S- i, 

plusieurs autres systèmes de séries semblables, dont lès nombres de. 
termes soient respectivement 

i -i- « H- P — y, i H- y, 

I “1“ GC -T" p — 0, I —S 0, 

i -I- a. -H p — s, i -4— e. 


les nombres entiers p, y, o, e formant une série décroissante, et qu’il 
suffit de démontrer le théorème relativement au dernier de ces systèmes 
pour qu’il soit démontré relativement à tous les autres. D’ailleurs, les 
nombres entiers p, y, o, e, ... formant une série décroissante çt ne 
pouvant jamais être nuis, la série dont il s’agit se terminera nécessai¬ 
rement par l’unité, et alors on obtiendra deux séries dont les nombres 
de termes seront respectivement 

«-H p Cl 
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Mais, d’après le théorème VI, les additions faites dos termes de ces 
deux séries doivent fournir un nombre de sommes de formes diffé¬ 
rentes au moins égal à 

a H- (3 H- i. 

Le théorème VII se trouvant ainsi vérifié par rapport à ces deux 
dernières séries, sera également vrai relativement aux deux séries 
données. 

Scholie. — Il est facile de voir que le théorème que nous venons de 
démontrer n’a lieu, en général, que relativement à un diviseur premier. 
En effet, si, au lieu de prendre pour diviseur un nombre premier p, on 
prenait pour diviseur le nombre composé np, alors, en supposant 

a -t- I rrr il 

et faisant 

a 0 —o, a x — p, a, — 2 p, ..., (« — i)p, 

b 0 — o, bi — p, ..., 6g =(3 p, 

et divisant la formule a x + b y par np, on ne pourrait obtenir pour 
restes que des nombres divisibles par p et, par suite, le nombre de 
ces restes, ne pouvant surpasser noua + i, serait nécessairement au- 
dessous de a -h /3 -t- 1 . 

Il existe pourtant un cas où le théorème VII a lieu relativement à 
un diviseur quelconque : c’est celui où 

a p -t- i = p, 

comme nous le ferons voir ci-après. 

Corollaire. — Rien n’empêche, dans ce qui précède, de supposer la 
série ( 2 ) égale à la série (x); alors on a a = p et l’on peut énoncer le 
théorème de la manière suivante : 

Théorème VIII. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p ; soit 

2 a ■+■ 1 S p, 
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et supposons que la formule a x puisse fournir a + i valeurs de formes 
différentes relativement ci p, les sommes qui résulteront de toutes les com¬ 
binaisons possibles de ces l'aleurs, prises deux à deux, fourniront au 
moins 2 a 4 - 1 termes de formes différentes. 

Théorème IX. — Soit, pris pour diviseur, un nombre entier quelconque n, 
premier ou non premier; soient a et (3 deux autres nombres entiers tels que 
l’on ait 

cc 4- (3 4 - r — ri ; 


supposons que la formule ci x puisse fournir a + i valeurs de formes diffé¬ 
rentes et la formule b y , [3 H- 1 valeurs de formes différentes , la formule 
a x 4 - b y fournira 

oc —H* H— f n 

valeurs de formes différentes, c'est-à-dire des valeurs de toutes les formes 
possibles. 

Ce théorème, qui est un cas particulier du théorème VU, lorsque 
n est un nombre premier, peut se démontrer en général de la manière' 
suivante. 

Démonstration. — Soit k un reste quelconque plus petit que' n; pour 
prouver que la formule a x - f* b y donne au moins une valeur de la forme/;, 
il suffira de prouver que la formule a x +- b y — k fournira au moins une 
valeur de la forme zéro ou, ce qui revient au meme', que les formules a x 
et k — by fournissent au moins deux valeurs de mêmes formes. Et, en 
effet, la formule a r devant fournir a - 4-1 valeurs de formes différentes 
et la formule b r , [3 4 - 1 valeurs de formes differentes; si les deux for¬ 
mules ne pouvaient fournir deux valeurs de même forme, on aurait en 
tout 

oc 4- (3 4- 2 ou n 4- 1 

valeurs de formes différentes, ce qui est absurde. 

Théorème X. — Soit, pris pour diviseur, un nombre quelconque ni 
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soient a et ^ deux nombres entiers tels que Von ait 

a. -f- {3 -h i = il ; 

si Ici formule ci x fournit a H~ r valeurs de formes différentes et la formule b yf 
fi 1 valeurs de formes différentes , une des valeurs de la formule ci x -f~ b y 
sent de la forme zéro, c est-à-dire divisible par p. 

En effet, d’après le théorème précédent, la formule a x - h b y doit 
fournir des valeurs de toutes les formes possibles. 

Théokème XL — Soit , pris pour diviseur, un nombre premier p; soient a, 
f», y des nombres entiers tels que Von ait 

a -h (3 -h il p; 

supposons que la formule ct x fournisse a + i valeurs de formes différentes , 
la formule b y , fi -4-1 valeurs de formes différentes et la formule c z , y -H i 
valeurs de formes différentes ; a + f+ y + i étant Supposé ou plus petit 
que p ou tout au plus égal à p , la formule a x -\-b y -\- c z fournira au 
moins 

a -H [3 -1— y H - i 

valeurs de formes différentes . 

Démonstration. — En effet, il suit du théorème VII que la formule 
a x - +- b y fournira au moins a + p + i valeurs de formes différentes. La 
formule c z fournissant, d’ailleurs, y i valeurs de formes différentes, 
les deux formules a x -\-b y et c. réunies devront fournir, d’après le 
théorème VII, 

(« + ?) + •/ +1 

valeurs de formes différentes. 

Corollaire. — Si l’on suppose que la formule d a fournisse un nombre o 
de valeurs de formes différentes et que l’on ait 



RECHERCHES SUR LES NOMBRES. 


53 


on fora voir, par un raisonnement semblable à ceux que l’on vient 
d’établir, que la formule 

ci x -h b y c z -f- d n 

doit fournir au moins 

i 

oc —{— (3 —f— “j/ —i— O —H I 

valeurs de formes différentes. En continuant de meme, on démontrera, 
en général, le théorème suivant : 

Théorème XII. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p; soient 
a, [3, y, o, des nombres entiers tels que l'on ait 

supposons, de plus, que les formules 

U'xi byt e~, d n , e l>7 ... 

puissent fournir, la première, a-f-i valeurs de formes différentes; la 
deuxième, [3 H- i valeurs de formes différentes ; la troisième, y -f- r valeurs 
de formes différentes , etc,, la formule 

a x ■+• b y H- c z d a ■+■ e v -H . • . 

fournira au moins 

a + {3 + y + o" + s+... + i 
valeurs de formes différentes . 


Corollaire . — Si l’on suppose 


alors la formule 


a -f- (3 -4- y + o + s -h ... -h i ---- p, 

ct x -H by-j- e z H- d n -4- e v .. « 


fournira p valeurs de formes différentes, c’est-à-dire des valeurs de 
toutes les formes possibles; elle fournira donc aussi une valeur de 
la forme zéro, c’est-à-dire divisible par p , d’où résulte le théorème 
suivant : 
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Théorème NUI. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier quel¬ 
conque p; soient a, p, ■y, o, . des nombres entiers tels que l on ail 

ci H™ [3 H - y ■+■ o -f~ s •+•... -+■ i p ? 
supposons que les formules 

U-Xi èy, eluy e vi • > . 

puissent fournir , la première , a -4- i valeurs de formes différentes ; la 
deuxième , [3 H- i valeurs de formes différentes; la troisième , y -h r valeurs 
de formes différentes ; la quatrième } o -h i valeurs de formes différentes ; 
la cinquième, £ t valeurs dé formés différentes , cZc. ; u/ze c/es valeurs de¬ 
là formule 

CL-x -f- &y + C : 4- -h . . . 

sera nécessairement divisible par p . 


Corollaire . — Le théorème précédent aurait lieu, a fortiori , si Ton 
avait 


i + a + P + 7 + o + g + ...>/?. 


Théorème XIV. — So//, diviseur , nombre premier p 2 

et considérons la formule x 1 comme représentant le carré d'un nombre 

entier pris à volonté . Je dis que la formule x 2 pourra fournir — valeurs 

de formes différentes . 


Démonstration . — Substituez successivement à la place de x les 
différents termes de la suite 


O, J, 2, O, 




2 


qui sont en nombre égal à Il est facile de voir que ces substitu¬ 

tions donneront pour x- autant de valeurs de formes différentes. Et, en 
effet, soient r- et r deux de ces valeurs. Pour que r- et s- fussent de 
même forme, il faudrait que leur différence 

r'-—s'-= ( r—s ) (r+ 5) 
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iut, divisible par p. Or, c’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand 
des facteurs de cette différence, savoir r + s, est tout au plus égal à 

P - 3 , P - i 

et, par conséquent, plus petit que p. 

Corollaire I. — Il est facile de voir que, si, dans la formule æ 2 , on 
substitue successivement, à la place de x, les termes de la suite 

/( + i ]> -f- 3 

p i, 

on aura des valeurs de mêmes formes que celles qu’on avait déjà obte¬ 
nues par la substitution des nombres 


a la place de x ;• seulement, les mêmes formes se trouveront reproduites 
dans un ordre inverse. En effet, la différence des carrés 



est mp et, par conséquent, divisible par p. 

Corollaire II. — La formule x- pouvant fournir - 1 restes de formes 

différentes, les formules 

Ax s , B j 2 et By 2 -bC 

pourront fournir chacune restes de formes différentes, pourvu 

que A, B et G soient des nombres entiers non divisibles par p. Par 
suite, la formule 

A # 2 + B j 2 -t- C 

pourra fournir p valeurs de formes différentes, c est-à-dire des valeurs 
de toutes les formes possibles; elle fournira donc aussi une valeur de 
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la forme zéro, c’est-à-dire divisible par p, d’où résulte le théorème 
suivant : 

Théorème XV. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p, et 
soient A, B, C des nombres entiers positifs ou négatifs, mais non divi¬ 
sibles par p ; on pourra toujours trouver, pour x et y, des valeurs telles 
que la formule 

j 2 +C 

soit divisible par p . 

Nota. — 11 suit de la théorie précédente qu’on pourra toujours satis¬ 
faire à la question en prenant pour x et pour y des valeurs entières 

plus petites que -• 

Théorème XVI. —■ Désignons par x m la somme des x premiers termes 
de la progression arithmétique 

i, i +m, i1-4 -m(x — i); 

x m sera le terme général des nombres polygones de Vordre m -f- 2 et U on 
aura 

— x ( æ — i ) 

x m = —- - m - 4 - cc. 

2 

Supposons d'abord m pair, et soit p un nombre premier quelconque 2 . 

On pourra toujours supposer 


p — i = ma - 4 - n, 

a étant le quotient de - -- - - 1 et n étant ou zéro ou un nombre entier plus 
petit que m . Cela posé, je dis que la formule x 111 pourra fournir a -4- i 
valeurs de formes différentes, si don an = o et a -4- 2 valeurs de formes 
différentes dans le cas contraire . 

Démonstration . — Supposons d’abord n = o ; on aura 
p — i = m a et p = m a -4- i . 

Substituez successivement, à la place de n , dans la formule x ni , les 
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tonnes de la suite 

O y I, 2 , 3, • • • , <2, 

qui sont en nombre égal à a + i. Il est facile de voir que ces substitu¬ 
tions donneront, pour a;'", autant de valeurs de formes différentes et, 
en effet, soient r" 1 et s"‘ deux de ces valeurs. Pour que. r"' et s"‘ fussent 
de même forme il faudrait que leur différence 

r(r — i) s(s — i] . f m , 

m - ---1- — m - - - s=(r — s) — (/• s — i) -f- i 

fût divisible par p; or, c’est ce, qui ne peut être, puisque le plus grand 
facteur de cette différence, savoir 

est tout au plus égal à 

m 

— (cc-ha — I — i ) 4-1 = ( a — i) — r 

et, par conséquent, plus petit que ma -+- i ou p. 

Supposons, en second lieu, que n ne soit pas nul; alors on aura 

p = m a. -t- ?. ou j> > m a -t- 2. 

Dans ce cas, substituez successivement, à la place de x, dans la for¬ 
mule. oc"' les termes de la suite 

o, i, 2 , 3, .... a+i, 

qui sont en nombre égal à a -+- 2 . Il est facile de voir que ces substi¬ 
tutions donneront, pour x'“, autant de valeurs de formes différentes, 
fît, en effet, soient r"', s m deux de ces valeurs. Pour que, /•"' et s'“ fussent 
de même forme il faudrait que leur différence 

, , r m , . 

('• — S) — (r-H.Ç— i)-t-i 

fut divisible par p; or, c’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand 

8 
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facteur de cette, différence, savoir 

m , ' 

— (r + s — i ) +• i, 

2 ' 

est tout au plus égal à 

m, 

-(» + i + «- i) + i = m(i + i 

et, par conséquent, plus petit que ma +■ 2 ou p. 

Corollaire. — Soient x m , y" 1 , z m , ... différents nombres polygones 
de l’ordre m 4- 2 , m étant un nombre pair. Soit, de plus, p un nombre 
premier, et soient a le quotient et n le reste de la division de p — 1 
par m. Soient encore À, B, C, D, ... des nombres entiers positifs ou 
négatifs non divisibles par/;. Il suit de ce qu’on vient de dire : 

1 " Que les formules 

kx" 1 , Ax“+ B 

fourniront nécessairement a 4-1 restes de formes différentes relative¬ 
ment à p, si n est égal à zéro, et a 4- 2 restes de formes différentes dans 
le cas contraire; 

2 0 Que la formule 

aP»+ b y" i + c 

fournira au moins lu-b-i valeurs de formes différentes relativement à p, 
si n est égal à zéro, et ia 4 - 3 valeurs de formes différentes dans le cas 
contraire; 

3° Que la formule 

Aj“+ By^-r- Cà"'4- f) 

fournira au moins 3a 4 - 1 valeurs de formes différentes, si n est égal à 
zéro, et 3a 4 - 4 valeurs de formes différentes dans le cas contraire, etc. 
En continuant de même, on fera voir, en général, que, si la formule 

Ax^+ Bj^-H-CiF 1 -!- üîî“+ Eë«‘4-...+ F 
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ost composée d’autant de termes variables qu’il y a d’unités dans m, 
cette formule fournira ma -t- r valeurs de formes différentes, si n ost 
égal à zéro ou, ce qui revient au même, si l’on a p = ma ■+■ i cl 
m(a 4-1) -+- 1 valeurs de formes différentes, s'il est possible, dans le 
cas contraire; d’ailleurs, m(a + j) 4- 1 étant toujours plus grand que 
ma-{-n ou p , il est clair que la formule dont il s’agit devra fournir 
p valeurs de formes différentes, c’est-à-dire des valeurs de toutes les 
formes possibles et, par suite, une de ses valeurs devra être divisible 
par/;, d’où résulte le théorème suivant : 

Tiiéokème XVII. — Soient m un nombre pair et p un nombre premier 
quelconque ]> 2. 

Soient , de plus, A, B, C, ..., F plusieurs nombres entiers positifs ou 
négatifs mais non divisibles par p. Représentons par x"‘ , y'", r-'", ... des 
nombres polygones de l’ordre m-\- 2 et en nombre égal à m. On pourra 
toujours trouver, pour x, y, z, des valeurs telles que la formule 

B y"*-b C7'"~b... -b E 

soit divisible par p. 

Nota. — Il suit de la théorie précédente qu’on pourra toujours satis¬ 
faire à la question en prenant pour x, y, z, ... des valeurs entières 

plus petites que 1 -+- 

Corollaire I. — Si l’on suppose m — 2, la formule que l’on consi¬ 
dère se réduira à trois termes de la forme 

A.r 2 -b B y 5 -b C 

et l’on sera ramené au théorème XV, qui n’est qu’un cas particulier du 
précédent. 

Corollaire II. — Si l’on suppose 


A^R~C= .. = 1, 



GO 
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on trouvera que la formule 

. .-h F, 

composée d'autant de nombres polygones qu’il y a d'unités dans m , est 
toujours divisible par un nombre premier donné. 

Théorème XVIII. — Désignons par x' la suite des x premiers termes de 
la progression arithmétique 

1.2.3.. .Xy 

x l sera la formule générale des nombres triangulaires et Von aura 

— x(x-\-\) 

x l ~- 

2 

Soit, de plus , p un nombre premier quelconque > 2 et soit 

p — i = 2 a. 

Je dis que la formule x l fournira nécessairement a 4- i valeurs de 
formes différentes . 

Démonstration . — Substituez successivement à la place de x , dans 
la formule x\ les termes de la suite 

O, 1, 2, O, ... ? OC, 

qui sont en nombre égal à a + i. Il est facile de voir que ces substi¬ 
tutions donneront, pour x', autant de valeurs de formes différentes. 
Et, en effet, soient r' et s' deux de ces valeurs. Pour qu’elles fussent 
de même forme, il faudrait que leur différence 

-T -7 f r — .1) (r -+- s-t- il 

r l — s 1 -- 

2 

fut divisible par p; or, c’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand 
facteur de cette différence, savoir r-w-i-i, peut tout au plus devenir 
égal à 

a + a-1 + 1 ou à la—p — i. 
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Corollaire . — Il suit du théorème précédent que, si l’on représente 
par A, B, C des nombres entiers non divisibles par/?, les formules 

Ai* 1 et Bj 1 4 - C 

fourniront chacune a ■+■ i valeurs de formes différentes. Par suite, la 
formule 

kx [ B / 1 “b C 

fournira 20c h- i valeurs de formes différentes, c’est-à-dire des valeurs 
de toutes les formes possibles. Elle devra donc fournir une valeur divi¬ 
sible par/?, d’où l’on conclut le théorème suivant : 

Théorème XIX. — Soit p un nombre premier quelconque 2; soient A, 
B, C des nombres entiers positifs ou négatifs mais non divisibles par p; 
on pourra toujours trouver, pour x et y, des valeurs telles que la formule 

A j? 1 -h B/ 1 + C 

soit divisible par p. 

Théorème XX. — Soient m un nombre impair et p un nombre premier 
quelconque ; soit a le quotient de la division de p par 2m, en sorte qu'on ait 

p z= 2 m a -f- n, 

n étant un nombre entier plus petit que 2m ; soit , de plus , x tn la formule 
générale des nombres polygones de l'ordre m H- 2 ; je dis que la formule æ ,n 
fournira au moins a H- 2 valeurs de formes différentes . 

Démonstration . — Substituez successivement, à la place de x, dans 
la formule x m , les termes de la suite 

o, 1 , 2 , 3, . .., a, a + i, 

qui sont en nombre égal à a 4- 2. Je dis que ces substitutions fourni¬ 
ront, pour x m , autant de valeurs de formes différentes. Et, en effet, 
soient r‘ n et s " 1 deux de ces valeurs; pour qu’elles fussent de même 
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forme, il faudrait que leur différence 

d (r — s) [???(?'-+-s — i) -+- 2] 

fût divisible par/?. Or, c’est ce qui ne peut être, puisque le, plus grand 
facleur de cette différence, étant 

m , , 

-(r + s- i) + i 

dans le cas où /• — .? est impair et 

m ( r -H s — j ) h- a 

dans le cas où r — s est pair, sera tout au plus égal à 

m (a H- 1 -h a — 1 — 1 ) -h 2 ou à 2 met — (m — 2 ) 

et, par conséquent, plus petit que p. 

Corollaire. — Soient x'“, ÿ“, z"‘, ... des nombres polygones de 
l’ordre impair m + a; soient, de plus,/? un nombre premier et a le 

quotient de la division enfin, soient A, B, C, ... des nombres 

entiers non divisibles par/?; il suit du théorème précédent : 
i° Que les formules 

~x"‘, Àx" 7 , 

fourniront nécessairement a. 4- 2 valeurs de formes différentes relati¬ 
vement à /?; 

2 0 Que la formule 

Aæ™ + b3^+ c 

fournira 10. -t- 3 valeurs de formes différentes relativement à /?,_ 

En continuant de même, on fera voir, en général, que, si la formule 

À X nl -H B y m “h -h ... H- F 

est composée d’autant de termes variables qu’il y a d’unités dans ara. 
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(VU<‘ formule fournira, s’il est, possible, 

‘i m ( a -h i ) -4- i 

valeurs de formes différentes. Mais 

2 ni ( a 4 -1 ) +1 

clan! plus grand que /;, il est clair que la formule dont il s’agit four¬ 
nira p valeurs de formes différentes, c’est-à-dire des valeurs de toutes 
les formes possibles; elle fournira donc une valeur divisible par p et, 
par suite, on aura le théorème suivant : 

Tiikouèmu XXI. — Soient m un nombre impair et p un nombre premier 
quelconque ; soient , de plus , A, B, C, D, ..., F plusieurs nombres entiers 
positifs ou /ié pâli, fs non divisibles par p; enfin , soient x ,n , y m , z m , ... des 
nombres polygones de Vordre m -f - 2 et en nombre égal à 2 m \ on pourra 
toujours trouver , pour x, y, s, ..., des nombres tels que la formule 

A x nt - 4 - B y m - 4 - C z ,n 4- •. . -4- F, 

composée de 4 irn termes variables et d’un terme constant , soit divisible 
pur p. 
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NOMBRE DES VALEURS QU’UNE FONCTION PEUT ACQUÉRIR, 

LORSQU’ON Y PERMUTE DE TOUTES LES MANIÈRES POSSIBLES 
LES QUANTITÉS QU’ELLE RENFERME. 


Journal de l'École Polytechnique, XVII e Cahier, Tome X, p. i; i8t5. 


MM. Lagrange et Vandermondc sont, je crois, les premiers qui aient 
considéré les fonctions de plusieurs variables relativement au nombre 
de valeurs qu’elles peuvent obtenir, lorsqu’on substitue ces variables 
à la place les unes des autres. Ils ont donné plusieurs théorèmes inté¬ 
ressants relatifs à ce sujet dans deux Mémoires imprimés en 1771, l’un 
à Berlin, l’autre à Paris. Depuis ce temps, quelques géomètres italiens 
se sont occupés avec succès de cette matière et, particulièrement, 
M.Ruffmi, quia consigné le résultat de ses recherches dans le Tome XII 
des Mémoires de la Société ilalienne et dans sa Théorie- des équations 
numériques. Une des conséquences les plus remarquables des travaux 
de ces divers géomètres est que, avec un nombre donné de lettres, on 
ne peut pas toujours former une fonction qui ait un nombre déterminé 
de valeurs. Les caractères par lesquels cette impossibilité se manifeste 
ne sont pas toujours faciles à saisir; mais on peut du moins, pour un 
nombre donné de lettres, assigner des limites que le nombre des 
valeurs ne peut dépasser et déterminer en outre un grand nombre de 
cas d’exclusion. Je vais exposer dans ce Mémoire ce qu’on avait déjà 
trouvé de plus important sur cet objet et ce que mes propres recherches 
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m’ont permis d’y ajouter. J’examinerai plus particulièrement le cas où 
le nombre des valeurs d’une fonction est supposé plus petit que le 
nombre des lettres, parce que les fonctions de cette nature sont colles 
dont la connaissance est la plus utile en Analyse. 


Considérons une fonction de plusieurs quantités et supposons qui' 
l’on échange entre elles (‘es mêmes quantités une ou plusieurs fois do 
suite. Si la fonction est du genre de celles qu’on appelle symétriques , 
elle ne changera pas de. valeur par suite des transpositions opérées 
(mtre les quantités qu’elle renferme; mais si elle n’est pas symétrique, 
elle pourrapibtenir, en vertu de. ces mêmes transpositions, plusieurs 
valeurs différentes les unes des autres dont le nombre se trouvera 
déterminé par la nature de la fonction dont il s’agit. Si l’on partage 
les fonctions en divers ordres, suivant le nombre des quantités qu’elles 
renferment, en sorte qu’une fonction du deuxième ordre soit celle qui 
renferme deux quantités, une fonction du troisième ordre celle (pii en 
renferme trois, etc., il sera facile de reconnaître qu’il existe une liaison 
nécessaire entre le nombre des valeurs que peut obtenir une fonction 
non symétrique et l’ordre de cette même fonction. Ainsi, par exemple, 
une fonction du deuxième ordre ne pourra jamais obtenir que deux 
valeurs que l’on déduira l’une de l’autre par la transposition des deux 
quantités qui la composent. I)e même, une fonction du troisième ordre 
ne pourra obtenir plus de six valeurs; une fonction du quatrième ordre, 
plus de vingt-quatre valeurs, eh*. En général, le maximum du nombre 
des valeurs que peut obtenir une fonction do l’ordre n sera évidemment 
égal au produit 

1.2 .3 . n 

car ce produit représente le nombre dos manières dilférentos dont on 
peut disposer, à la suite les unes des autres, les quantités dont la fonc¬ 
tion se compose. On a donc déjà, par ce moyen, une limite que le 
nombre des valeurs en question ne peut dépasser; mais il s’en faut do 
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beaucoup que dans chaque ordre on puisse former des fondions dont 
le nombre des valeurs soit égal à l’un des nombres entiers situés 
au-dessous de cette limite. Un pou de réflexion suffit pour faire voir 
qu’aucun nombre au-dessous de la limite ne peut remplir la condition 
exigée, à moins qu’il ne soit diviseur de cette limite. On peut s’en 
assurer facilement à l’aide des considérations suivantes : 

Soit K une fonction quelconque de l’ordre n et désignons par 
a.,, ..., a a les quantités qu’elle renferme. Si l’on écrit à la suite les 
unes des autres les quantités dont il s’agit ou, ce qui revient au même, 
les indices qui les affectent, dans l’ordre où ils se présentent lorsqu’on 
les passe en revue en allant de gauche à droite et en ayant soin do 
n’écrire qu’une seule fois chaque indice, on aura une permutation de 
ces mêmes indices qui aura une relation nécessaire avec la fonction K. 
Par exemple, si la fonction K était du quatrième ordre et égale à 

«i a[" cosa 4 - 4 - cf 4 sin a z , 
la permutation relative à K serait 

i.2.4.3. 

Si, au-dessous de la permutation relative à K, on écrit une autre 
permutation formée avec les indices 1,2,3, et que l’on remplace 

successivement dans la fonction K chacun des indices qui composent 
la permutation supérieure par l’indice correspondant de la permutation 
inférieure, on aura une nouvelle valeur de K qui sera ou ne sera pas 
équivalente à la première et la permutation relative à cette nouvelle 
valeur de K sera évidemment la permutation inférieure dont on vient 
de parler. On pourra obtenir, par ce moyen, les valeurs de K relatives 
aux diverses permutations que l’on peut former avec les indices r, 2, 
3 , ..., n ; et, si l’on représente par 

K, K', K", ... 

les valeurs dont il s’agit, leur nombre sera égal au produit 


1.2.3. n 
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<T leur ensemble fournira toutes les valeurs possibles de la fonction K. 
Pour déduire deux de ces valeurs Tune de l’autre, il suffira de former 
les permutations relatives à ces deux valeurs et de substituer aux 
indices de la première permutation les indices correspondants pris 
dans la seconde. Pour indiquer cette substitution , j’écrirai les deux 
permutations entre pareil thèses en plaçant la première au-dessus de la 
seconde; ainsi, par exemple, la substitution 

1.2.4.3 


indiquera que l’on doit substituer, dans K, l’indice 2 a l’indice i, 
l’indieo .{ a l’indice 2, l’indice 3 à l’indice /\ et l’indice 1 il l’indice 3 . 
Si (loin* on supposait, comme ci-dessus, 

K ~~ a i a f cosr / 4 a v sinr/ a , 


en désignant par K' la nouvelle valeur de K obtenue par la substitution 


on aurait 


/ f .2.4. •> 
2.4. 3 .i 


R ' cr . 2 a cos a ., -4- si n a x . 


Afin d’abréger je représenterai, dans la suite, les permutations elles- 
mêmes par des lettres majuscules. Ainsi, si l’on désigne la permutation 


et la permutation 
la substitution 


1.2.4 ‘3 par À! 

2.4.3. r par A.,, 

1.2.4-3 
2.4.3 .1 


se trouvera indiquée de la manière suivante : 


Ai 

A 2 ; 


Cela posé, K étant une fouet ion quelconque do l’ordre/?, désignons 
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par N le produit 1.2 .3 . n et par 

Al, Àj, A ;) , ... , A y 

les diverses permutations en nombre égal à N que l’on peut former 
avec les indices r, 2, 3 , n; N sera le nombre total des valeurs de, 
la l'onction K relatives à ces diverses permutations. Soient 

K h Iv 2 , k 3 , k n 

ces mêmes valeurs. Si elles sont toutes différentes les unes des autres, 
N exprimera le nombre, des valeurs différentes de la fonction donnée; 
mais, dans le cas contraire, le nombre de ces valeurs, étant plus petit 
({lie N, sera nécessairement un diviseur de N, comme on va le faire, voir. 
Supposons que, parmi les valeurs possibles 

Ki, K,, K„ ..., K N 

de la fonction donnée, plusieurs deviennent égales entre elles, en sorte 
qu’on ait, par exemple, 

K a =Kp=K T -.... 

Désignons par M le nombre total des valeurs K œ , Kp, K Y , ... que l’on 
suppose ici égales entre elles. Les permutations relatives à ces valeurs, 

ou A a , Ap, A y .seront aussi en nombre égal à M. Pour déduire. 

toutes ces permutations d’une seule, par exemple de A œ , il suffira 
d’échanger entre eux, d’une certaine manière, les indices qui, dans 
cotte permutation, occupent certaines places, et l’on conçoit facile¬ 
ment que si ces changements n’altèrent en rien la valeur correspon¬ 
dante K a de la fonction K, cela tient non pas à la valeur même des 
i ndiees, mais à la place que chacun d’eux occupe dans la permutation 
dont il s’agit. 

Cela posé, soit K>, une. nouvelle valeur de K qui ne soit pas égale 
a K a , et désignons toujours par A> la permutation relative à K*. Si l’on 
fait subir simultanément, aux indices qui occupent les mêmes places 
dans les permutations A a et A*, les changements dont on vient, de parler. 
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la deuxième permutation do A>, se trouvera successivement changée en 
plusieurs autres A^, A„, pendant que la première, A a , deviendra 
successivement A p , A Y , ... et, d’après le principe énoncé ci-dessus, il 
est évident que les équations 

K*-- Kp= Iv Y = ... 

entraîneront celles-ci 

E'a~ Kji=r k>, ~ 

Il est aisé d’en conclure que, parmi les valeurs de K relatives à toutes 
les permutations possibles, savoir 

R,, K,, Ivy, • • •, Iv.\, 


le nombre de celles qui seront équivalentes à K x sera le même que le 
nombre des valeurs équivalentes à K a . Par suite, si l’on représente 
par R le nombre total des valeurs essentiellement différentes de la 
fonction K, M étant le nombre des valeurs équivalentes à K a , RM sera 
le nombre total des valeurs relatives aux diverses permutations. On 
aura donc 

RM = N 


et, par suite. 


R- 


N 

M ‘ 


Ainsi R, ou le nombre dos valeurs différentes de la fonction K, ne 

peut être qu’un diviseur de N, c’est-à-dire du produit 1.2 .3 ./?. (le 

théorème, qui se présente dès les premiers pas que l’on veut faire dans 
la théorie des combinaisons, était déjà connu ; mais il était nécessaire 
de le rappeler ici pour l'intelligence de ce qui va suivre. Afin d’abré¬ 
ger, j’appellerai désormais indice de la fonction K le nombre R qui 
indique combien celte fonction peut obtenir de valeurs essentielle¬ 
ment différentes et j’appellerai diviseur indicatif le nombre M par 
lequel on doit diviser N, ou le produit des indices 1, 2, 3 , ..., n ren¬ 
fermés dans la fonction, pour obtenir l’indice de la fonction elle-même. 

On vient de voir que le nombre des valeurs différentes d’une fonction 
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do l’ordre n est nécessairement un diviseur du produit 

N = i . 2 .3. n. 

Le plus petit diviseur de ce produit est toujours égal à 2 et il est facile 
de s’assurer que, dans un ordre quelconque, ou peut former des fonc¬ 
tions qui n’aient que deux valeurs différentes. Vandcrmonde a donné 
les moyens de composer des fonctions de cette espèce. En général, 
pour former avec les quantités 

^ 1 > ^ 2 » • • •? 

une fonction de l’ordre n dont l’indice soit égal a 2, il suffira de consi¬ 
dérer la partie, positive ou la partie négative du produit 

(«1 — «s) («I— «O- ••(«!- «„) (a,— a 3 ). (7„). . a„) 

qui a pour facteurs les différences des quantités a { , a. 2 , ..., a„ prises 
deux à deux. 

En effet, supposons que, après avoir développé ce produit, on repré¬ 
sente par P la somme des termes positifs et par Q la somme des termes 
négatifs, le produit dont il s’agit sera représenté par 

P-Q, 

et comme ce produit ne peut jamais changer de valeur mais seulement 
de signe, en vertu de substitutions quelconques opérées entre les indices 
des quantités qu’il renferme, les substitutions dont il s’agit pourront 
seulement transformer P — Q en Q — P, c’est-à-dire changer P en Q, et 
réciproquement. P et Q seront donc les deux valeurs d’une fonction qui 
ne pourra en obtenir d’autres. En supposant n = 3 , on trouve 

P ■= a\a. 2 -+■ a \« 3 -+- a\ a t , 

0 — ci:, -f— ci o a 3 —1— ci 3 ci j. 

On serait encore arrivé à de semblables conclusions si l’on eût mul¬ 
tiplié le produit 

("i — «2) («i — d-i). ■ •(«[ — «„) («2— a 3 ). . .(a 3 — a n ). . . — a„) 
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par une fonction symétrique quelconque des quantités 

Ci y 1 Cl 2 , • * • 9 Cl tl . 

Ce qu’on vient de remarquer relativement au diviseur 2 du produit 

i.2.3 . n n’est pas vrai, en général, relativement à l’un quelconque 

des diviseurs de ce produit, et il n’est pas toujours possible de former 
une fonction de l’ordre n dont les valeurs différentes soient en nombre 
égal à l’un de ees diviseurs pris à volonté. Supposons, par exemple, 
qu’il s’agisse de former une fonction K qui ait seulement trois valeurs 
ililïerentes. Si n est égal à 3 , on trouvera une infinité de fonctions qui 
rempliront la condition exigé»', (elles que 

"1^2 

Cl j ( <7 2 Cl :) ), 


On pourra encore former des fonctions de cette espèce si n est égal 
à f\ ; par exemple, 


it L a 2 -h a % a, v , 


( Cly -h ü 2 ) (Cf 3 -J- CL,', ), 


Mais si n est égal à 5 ou surpasse 5 , on n’en pourra plus former de 
semblables ; on ne peut pas même, dans ce cas, former de fonctions 
qui n’aient que. quatre valeurs. Ces deux propositions ont été démon¬ 
trées par M. Paolo Rulïini dans les Mémoires de la Société italienne. 
Tome XII, et dans sa Théorie des équations. Ayant élé conduit, par des 
recherches sur les nombres, a m’occuper de la théorie des combinai¬ 
sons, je suis arrivé à la démonstration d’un théorème plus général qui 
renferme les deux précédents et qui détermine une limite au-dessous 
de laquelle le nombre des valeurs d’une fonction non symétrique de 
l’ordre n ne peut jamais s’abaisser sans devenir égal à 2. Ce théorème 
peut s’énoncer ainsi qu’il suit : 

Le nombre des valeurs différentes crâne fonction non symétrique de 
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n quantités ne peut s’abaisse?' au-dessous du plus grand nombi'e premier p 
contenu dans n sans devenir' égal à 2. 

PREMIÈRE PARTIE DE LA DÉMONSTRATION. 

On fait voir que, si l’on suppose R < p, chaque valeur de K 
ne pourra être changée par aucune substitution du degré p. 

Comme pour démontrer le théorème précédent il est nécessaire de 
bien connaître la nature de l’opération que j’ai désignée, sous le nom 
de substitution, je. commencerai par donner sur cet objet de nouveaux 
développements. 

Soit K la fonction donnée de l’ordre n; soit R son indice ou le nombre 
des valeurs essentiellement différentes qu’elle peut recevoir par des 
substitutions opérées entre les quantités dont elle se compose, Hulin 
désignons par N le produit 1.2. d. n; R sera nécessairement un divi¬ 

seur de N que je pourrai représenter par 

N 

M’ 

Al étant ainsi le diviseur indicatif de la fonction K. Cela posé, soient A,, 
A 2 , ..., A n les permutations en nombre égal à N que l’on peut former 
avec les indices renfermés dans K, et désignons par 

K,, K., •••, K n 

les valeurs correspondantes de cette même fonction; pour déduire l’une 
de l’autre deux de ces valeurs ou, ce qui revient au même, les permu¬ 
tations qui leur correspondent, par exemple A, et A 2 , il suffira de 
remplacer respectivement les indices compris dans la permutation A, 
par les indices correspondants compris dans la permutation A a . Cette 
opération, que j’appelle substitution, sera, d’après les conventions éta¬ 
blies, indiquée de la manière suivante : 
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Los doux permutations A, ot A, soront appelées respectivement premier 
ot second terme de cotte substitution. On peut, dans le premier terme A, 
de cette substitution, intervertir, de telle manière que l’on voudra, 
l’ordre des indices i, 2 , 3, ..., n, pourvu que l’on intervertisse de la 
même manière l’ordre des indices correspondants compris dans le 
second terme A,. On pourra, en conséquence, donner successivement 
pour premier terme à la substitution proposée chacune des permuta¬ 
tions A,, A 2 , A.,, ..., A n , et la mettre ainsi sous un nombre égal à N de 
formes différentes qui seront toutes équivalentes entre elles. 

.Te dirai qu’une substitution est le produit, de plusieurs autres, lors¬ 
qu’elle donnera le même résultat que ces dernières opérées successi¬ 
vement. Par exemple, si en appliquant successivement à la permuta- 

A, \ / A 4 


tion A, les deux substitutions 


A 3 


la permutation A„, la substitution ^ J sera équivalente au produit 
dos deux autres, et j’indiquerai cette équivalence comme il suit : 


et 


A t 


A, 


on obtient pour résultat 


’’ Ai 

A. 


A, 

A3 


•' A* 
A 5 


Une substitution identique est celle dont les deux termes sont égaux 
entre eux. Les substitutions 


Aj 

A, j 


A» 

A, 


An 

As 


sont toutes identiques. 

Je dirai que deux substitutions sont contiguës lorsque le second 
terme de la première sera égal au premier terme de la seconde. Les 

/ A, \ / A 2 \ 

opérées successivement, 


deux substitutions contiguës 


A 3 


donnent le même résuit; 


al que la substitution unique ^ 011 u ^ 0IU: 


A, 

A 3 


A, 

A 2 


A s 

A 3 


OEuvres de C . — S. II, 1. I. 
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On a île même, en général. 



Enfin, je dirai qu’une substitution est dérivée d’une autre, ou est une 
puissance d’une autre, si elle est équivalente à cette autre répétée plu- 

/ A t \ 

sieurs fois de suite. J’indiquerai la puissance r de la substitution j j 
de la manière suivante : 

a: 



Lorsque les substitutions contiguës 



sont toutes équivalentes entre elles, on a 



Supposons que l’on applique, plusieurs fois de suite à la permu¬ 
tation A, la substitution ( ' V en sorte que- cette substitution étant 

A< j 

appliquée à la permutation A, donne pour résultat la permutation A 2 : 
qu’étant appliquée à la permutation A,, elle donne pour résultat la 
permutation A :i , etc. La série des permutations 


A,, Ag, A3, 


sera nécessairement composée d’un nombre fini de termes, et si l’on 
représente par m ce même nombre et par A,„ la dernière dos permuta¬ 


tions obtenues, la substitution 



à cette, dernière per¬ 


mutation reproduira de nouveau le terme A,. Cela posé, si’ l’on range 
en cercle ou plutôt en polygone régulier les permutations 


A 


ni 


•^•1 y ^2? -^3» • • • > A-ni— I ? 
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de la manière suivante : 


Al 

A w A, 
A-m- 1 A3 


toutes les substitutions que l’on pourra former avec deux permutations 
prises à la suite l’une de l’autre, et d’orient en occident dans le poly¬ 
gone dont il s’agit, seront, équivalentes entre elles et à / et toutes 

ro,,os que Ton pourra former avec doux permutations séparées Tune 
do I autre par un nombre r de cotés dans ce même polygone seront 

équivalentes à la puissance r de la substitution ( A )• On aura, de 
., ' A* / 

<•»'(( (‘ maniéré, 


•' A,. 

A, , 


Ai 

A, 


-')=■■■=( Y,)• 

'T / ' -M / 


A, ' 

A. 




/ A WI 

\ A, 


1 Ai 

A., 
A ( 





Il suit du e.es considérations : i° que la puissance m de la substitu- 
(ion ^ ^ j est équivalente à la substitution identique ( ^ ); 2 “ que 

.r élan! un nombre entier quelconque, ( ^ ) sora oncore 11110 su ^ stl ‘ 

(ntion identique; 3° que, dans la même hypothèse, les substitutions 

A / \ , \ r . / A y 

| ^‘ S j el ( ^ j sont équivalentes; 4° que la notation ( ^ ) 
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indique une substitution identique; 5° que, parmi les substitutions 

dérivées de ( \ les seules qui soient différentes entre elles sont 

les puissances dont l’exposant est plus petit que m ou, ce qui revient 
au même, les substitutions équivalentes à ces puissances, savoir : 



Le nombre de ces substitutions est, comme celui des permutations A,, 
A 2 , A ;} , ..., A,„, égal à m. Ce nombre sera appelé le degré de la substi- 

tution ( 4 )• Si l’on applique plusieurs fois de suite la substitution 

^ J 'j à la permutation A,, on commencera par obtenir la suite des 

permutations A,, A.,, A... A,„ et, lorsqu’on sera parvenu à ce point, 

les mêmes permutations se. reproduiront dans le même ordre d’une 
manière périodique. C’est pourquoi je dirai que les permutations pré¬ 


cédentes forment une période qui correspond à la substitution 


A, \ 


A( J 


Cela posé, le degré d’une substitution ^ J indique à la fois la plus 

petite de ses puissances positives qui soit équivalente à une substitu¬ 
tion identique et le nombre des permutations comprises dans la période 
qui résulte de l’application de la substitution donnée à une permutation 
déterminée. 

La manière la plus simple de représenter une période est de ranger 
en cercle, ou plutôt en polygone régulier, les permutations qui la com¬ 
posent, ainsi qu’on l’a déjà fait plus haut. 

Je dirai que le cercle suivant 


A, 

A,„ A. 
A,„_, A 3 ; 


formé comme on vient de le dire, est un des cercles de permutations 
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qui correspondent à la substitution 


A, 

A( 


• Toute substitution qui a 


pour termes deux permutations comprises dans ce cercle est une des 
puissances de la substitution ^ ^ 

Etant donné le cercle ou polygone précédent qui correspond à la 

/ A- N 

substitution ( ]> pour en déduire un polygone qui corresponde à 

\ A; / 


u 

/ A, 


la substitution ^ ^ j , il suffit de joindre de ren r, en allant d’orient 


en occident, les sommets du polygone donné et d’écrire les permuta¬ 
tions que l’on y rencontre dans l’ordre où elles se présentent. Lorsqu»' 
r et m sont premiers entre eux, on passe d<‘ cette manière sur tous les 
sommets du premier polygone et le second polygone renferme toutes 
les permutations comprises dans le premier; par suite, la substitu¬ 
tion ^ ^ ^ est du degré/??., ainsi que la substitution donnée 

et cette seconde substitution peut alors être, considérée comme une 
puissance de l’autre. Cette circonstance a toujours lieu lorsque m est 
un nombre premier, quelle que soit d’ailleurs la valeur de r. 

Si l’on applique successivement la substitution ^ ^ ^ aux diffé¬ 



rentes valeurs de la fonction Iv ou, ce qui revient au même, aux per¬ 
mutations 

Ai, Ao, A 3 , ..., A n 


N 

qui leur correspondent, on obtiendra en tout un nombre égal à — de 

polygones ou cercles différents les uns des autres qui seront composés 
chacun de m permutations différentes. 

Cela posé, désignons sous b» nom de permutations équivalentes celles 
qui correspondent à des valeurs équivalentes de la fonction K; les per¬ 
mutations équivalentes à A, étant, par hypothèse, en nombre égal à M’ 

il est visible que, si l’on on pourra, parmi les cercles que l’on 

vient de former, en trouver au moins un qui renferme deux des per- 
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sera 


mutations équivalentes dont il s’agit. Soient A x , A r ces deux permuta- 

- \ \ 

tions; la substitution ( X ) sera une des puissances de la substitu- 

\ Ar / , ^ . 

♦ ion ( et si, en outre, m est un nombre premier, ( 

V a, / \ A, 

encore une puissance de la substitution ^ ^ D’ailleurs, les deux 
permutations A x , A r étant équivalentes entre elles et à la permuta- 
tion A,, la substitution ^ J ne changera pas la valeur K, de la 
fonction Iv. Par suite, cette même valeur ne sera pas changée par la sub¬ 
stitution / ^ \ plusieurs fois répétée; elle ne sera donc pas changée 

parla substitution ^ J ^ si m est nn nombre premier. Si l’on repré¬ 
sente par p le plus grand des nombres premiers compris dans /?, on 
pourra supposer, dans ce qui précède, 


m — p. 

Nous sommes donc conduits, par les considérations précédentes, à 

ce résultat remarquable que, relativement a la fonction K, on ne peut 

N . • . 

supposer — ou, ce qui revient au même, R< p, à moins de sup¬ 
poser en même temps que la valeur K, de cetle fonction ne peut être 
changée par aucune des substitutions du degré p. Il nous reste à faire 
voir que, pour satisfaire à cette dernière condition, on est obligé de 
rendre la fonction symétrique ou de supposer 

R = 2 . 


DEUXIÈME PARTIE DE LA DÉMONSTRATION. 

On fait voir que, si une valeur de K ne peut être changée par aucune substi¬ 
tution du degré p , elle ne pourra être changée par aucune des substitutions 
circulaires du troisième degré. 

Avant d’aller plus loin, il est nécessaire d’examiner avec quelque 
attention la nature des substitutions du degré p que l’on peut former 
avec les indices i, 2 , 3, ..., n. 
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Nous observerons d’abord que, si dans la substitution ( j formée 
|i;u- <l('u\ permutations prises à volonté dans la suite 

Ni, A>, A;„ À_ N , 

les deux termes A t1 A, renferment des indices correspondants qui soient 
respectiviMiuMil é^aiix, on pourra, sans inconvénient, supprimer les 
memes indu es pour ni' conserver que ceux des indices correspondants 
<pn sont respectivement inégaux. Ainsi, par exemple, si l’on fait n~5, 
les deux substitutions 


( et ( , - 9 - 3 ) 

1 ' \ a.3.1 / 


s (‘mnl équivalentes eut re elles. Je dirai qu’une substitution aura été 
n‘duil(‘ a sa plus simple expression lorsqu’on aura supprimé, dans les 
deux (ormes. Ions les indires correspondants égaux. 

Soient maintenant a, (3, y, *(, rj plusieurs des indices i, 2 , 3, 


(ni nombre (‘gai a /;, et supposons que la substitution 
sa [dus simple expression prenne la forme 


^ ^ j réduite à 


x fi y ... Z ri 

fi y O ... Y] a 


(mi sort( v (]U(‘, pour déduire le seeond terme du premier, il suffise de 
ranger on rende, ou [il 11 tôt, on polygone régulier, les indices a, (3, y, 
0 .‘J, i ï d(‘ la maniér(‘ suivante : 


Yî 

Ç 


a 


7 



et do remplacer ensuite ehaquo indice par c(dui qui, le premier, vient 
prendre sa plare lorsqu’on lait tourner d’orimit en occident le polygone 
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dont il s’agit. II est aisé -do voir que, pour obtenir la puissance r do la 
substitution donnée, il suffira de remplacer chaque indice du polygone 
par celui qui, le premier, vient prendre sa place après avoir passé sur 
un nombre de côtés égal à r, lorsqu’on fait tourner le polygone d’orient 
en occident.. Si l’on veut obtenir de cette manière une. substitution 
identique, il faudra supposer r égal à p ou à un multiple, de p; car 
chaque indice ne peut revenir à sa place primitive, qu’après avoir fait 
une ou plusieurs fois le tour du polygone. Il suit de. là que le degré de 
la substitution donnée est, égal à p. J’appejlerai polygone indicatif ou 
cercle indicatif le polygone, ou cercle formé par les indices compris 
dans cette substitution et je la désignerai elle-même sous le nom de 
substitution circulaire. Pour qu’une substitution soit circulaire, il suffit 
que, après l’avoir réduite à sa plus simple expression, on puisse passer 
en revue tous les indices qu’elle comprend, en comparant deux à deux 
les indices qui se correspondent dans les deux termes. Le degré d’une 
substitution circulaire est toujours égal au nombre des indices qu’elle 
renferme. 

Soit 

/a (3 y ô ... Ç y) \ 

\ (3 y o s ... n a ! 

une substitution circulaire du degré p-, 

/ (3 y o £ ... Y} a \ 

\ y a (3 0 ... ç V) / 

sera encore une substitution circulaire du degré p, et., comme elle est 
contiguë à la première, ces deux substitutions opérées successivement 
seront équivalentes à la substitution unique 

/ a P V ô ? ■« \ _ / « (3 y \ 

\y a (3° ? y] / \ y a (3 / 

Si donc les deux premières substitutions ne changent pas la valeur K, 
de la fonction K, cette valeur ne sera pas non plus changée par la sub- 
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sliluliou circulaire du troisième dccré 

<D 

/a (3 y \ 

\ y a p ,/' 

Il suif de là que, si la valeur K, n’est changée par aucune des substi- 
1 11 lions circulaires du degré p, (die ne pourra être changée par aucune, 
des subslilulions circulaires du troisième degré ; il ne reste plus qu’à 
développer les conséquences de celle dernière condition. 


TROISIÈME PARTIE DE I,A DÉMONSTRATION. 

On J ad noir que, si une valeur de K /des/, changée par aucune des substitutions 
ei reu (ai'res du t roisiènu* degré, eci/e fonction, sera, symétrique ou naîtra que 
dcu.e valeurs . 


Si Ton désigne sous lu nom (h 4 , transposition une. substitution eircu- 


lairo du duuxiùmu dui>Tu, lollo (juc 


f CL |3 

v(3 a 


ou, oo qui revionl au 


mùmo, Toporalion qui uonsislu à uoliani*ur l’un rontro l’autro doux 
indiuus a ut [i, ul quu nous indiquurons oonimo il suit (a, [3) : chaquo 
substil ulion uiruulairo du (roisiomu dogro sura oquivalente à doux 
I ransposilions suooossivomont opbrdos. Ainsi, par oxomplo, la subsli- 
(ulion 


i a P y \ 
\ y a p ) 


sera équivalente au produit des deux substitutions contiguës 

/ce P y \ / p Ci. y \ 

\ P ce y ,/ \ y a P J 


que l’oii pi 1 iiI. représenler aussi par 

(oc, pj), (P, y). 

Si donc la valeur K, n’est pas changée par la substitution circu¬ 
laire ( 9 ^ t ), la même valeur ne sera pas changée par les transpo- 
V p y a / 

l [ 


OEueres de C. - S. U, t. I. 
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sitions (a, (3), ((3, y) opérées successivement et, par suite, la transpo¬ 
sition (a, (3) ne pourra changer K, en K., sans que la transposition 
(3* y) change réciproquement Iv, on K, et, par conséquent aussi, K, 
en K,; ainsi les deux transpositions (a, (3), ({3, y), qui ont un indice 
commun [3, étant appliquées à K,, donneront le même résultat K,. On 
fera voir de même que, si la valeur K, n’est pas changée par la sub¬ 
stitution circulaire du troisième degré 

(P y o \ 

W P y / 

les transpositions ({3, y) et (y, o), qui ont un indice commun y, chan¬ 
geront toutes deux K, en K a . Par suite, les transpositions 

(*, P), (y, o), 

qui n’ont pas d’indices communs, conduiront encore au meme résultat. 

Il suit de ce qu’on vient de dire que, si la valeur K, de la fonction K 
n’est changée par aucune des substitutions circulaires du troisième 
degré opérées entre les indices i, 2 , 3, ..., n et que l’on représente 
par K, la valeur déduite de K, par la transposition ( 1 , 2 ), toutes les 
autres transpositions changeront encore K, en K 2 et, par conséquent, 
en K ( . Par suite, deux transpositions successives ne changeront 
pas la valeur K,. Ainsi, dans le cas que l’on considère, le nombre des 
valeurs différentes de la fonction K, valeurs que l’on peut toujours 
déduire de K, par des transpositions opérées entre les indices r, 2 . 
3, ..., n, sera tout au plus égal à 2 ; d’ailleurs, il ne pourrait se réduire 
à l’unité que dans le cas où cette fonction deviendrait, symétrique. 11 
est donc prouvé par ce qui précède que, si la fonction K n’est pas symé¬ 
trique, le nombre de ses valeurs ne pourra être inférieur à p sans 
devenir égal à 2 . 

Ainsi, par exemple, en excluant les fonctions symétriques et celles 
qui ont deux valeurs seulement, on trouvera qu’une fonction du cin¬ 
quième ou du sixième ordre 11 c peut obtenir moins de cinq valeurs; 
une fonction du septième, du huitième, du neuvième ou du dixième 
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ordre, moins de sept valeurs; une fonction du onzième ou du douzième 
ordre, moins de onze valeurs, etc. Au reste, comme en supposant n — ' J > 
ou n -- /[, on trouve p -= 3, on voit que le théorème précédent, dans 
le troisième et le quatrième ordre, n’exelut pas les fonctions de trois 
valeurs. 

Lorsque l’ordre de la fonction est lui-même un nombre premier, on 
a p — /i; ainsi, toute fonction dont l’ordre est un nombre premier ne 
peut obtenir moins de valeurs qu’elle ne renferme de quantités, pourvu 
que l’on suppose toujours exclues les fonctions qui n’ont pas plus do 
deux valeurs. 

Au reste, il n’est pas toujours possible d’abaisser l’indice, c’est-à-dire 
le nombre des valeurs d’une fonction jusqu’à la limite que nous venons 
d'assigner, et, si l’on en excepte les fonctions du quatrième ordre qui 
peuvent obtenir trois valeurs, je ne connais pas de fonctions non symé¬ 
triques dont l’indice soit inférieur à l’ordre, sans être égal à -±. Le 
théorème ci-dessus démontre prouve du moins qu’il n’en existe pas 
de semblables quand l’ordre n de la fonction est un nombre premier, 
puisque alors la limite trouvée se confond avec ce nombre. On peut 
encore démontrer cette assertion, lorsque n est égal à 6, en faisant voir 
qu’une fonction de six lettres ne peut obtenir moins de six valeurs 
quand elle en a plus de deux. On y parvient à l’aide des considérations 
suivantes. 

Soit lv une fonction du sixième ordre, et désignons toujours par 
r, ;>., 3, j, 5, U les indices qui affectent les six quantités qu’elle ren¬ 
ferme; le nombre total des valeurs possibles.de la fonction K sera égal 
au produit 

i .a.3.4-5.6 = 720 . 

Soient maintenant oc, [3, y trois des six indices pris a volonté et K, uni' 
des valeurs de K. Le nombre des permutations que l’on peut lormer 
avec les trois indices cc, (3, y étant égal au produit 

1.2. 3 = 6 , 


on pourra toujours déduire de la valeur K, cinq autres valeurs do la 
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fonction K au moyen do transpositions ou do substitutions circulaires 
du troisième degré opérées entre les indices a, {B, y. Soient 

E-’> R-35 E 4 , E 5 , E-G 

les nouvelles valeurs dont il s’agit; les six valeurs 
Ei? K„ E 3 , E;, Ej, E 0 

seront toutes différentes les unes des autres ou bien elles seront égales 
doux à deux, trois à trois, ou toutes égales entre elles. Dans la première 
bvpothèse, le nombre des valeurs différentes de la fonction donnée sera 
au moins égal à G. Dans les trois autres hypothèses, une au moins des 
valeurs 

K s , Iv 3 , K 4 , K 3 , K g 

sera égale à K, ; et, par suite, on pourra, sans altérer la valeur K,, 
échanger entre eux dans cette valeur deux ou trois des indices a, [3, y? 
soit au moyen d’une simple transposition, soit au moyen d’une substi¬ 
tution circulaire du troisième degré. 

Supposons maintenant que l’on partage en plusieurs groupes les six 
indices 1 , 2 , 3, 4? 5, G, de manière à renfermer dans un même groupe 
deux indices qui sont à la lois compris, soit dans une transposition, 
soit dans une substitution circulaire du troisième degré qui ne change 
pas la valeur K,. D’après ce qui précède, pour que la fonction donnée 
puisse obtenir moins de six valeurs, il est nécessaire que, sur trois 
indices a, j3, y pris à volonté, deux au moins se trouvent compris dans 
un même groupe et, dans ce cas, on ne pourra évidemment former que. 
deux groupes différents, l’un de ces deux groupes pouvant être com¬ 
posé d’un seul indice. Il reste à savoir combien la fonction K peut 
obtenir de valeurs différentes quand le nombre des groupes ainsi formé 
est égal à 1 et quand ce même nombre se réduit à l’unité; l’ordre 
établi entre trois indices pris à volonté pouvant être interverti d’une 
certaine manière sans que la valeur K, soit altérée. 

Supposons d’abord que les indices se partagent en deux groupes. 
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Soient a et [3 deux indices pris dans l’un des groupes et y un indice 
pris dans 1 autre groupe. Puisqu’on peut échanger entre eux deux de 
cos trois indices sans altérer la valeur K< et que l’indice y ne peut être 
échangé avec 1 un des deux autres, il est clair que la valeur K, ne sera 
pas altérée par la transposition (a, (3). Par suite, cette valeur ne pourra 
être changée par aucune substitution opérée entre les indices d’un 
meme groupe, mais elle sera nécessairement altérée par les transpo¬ 
sitions ou substitutions qui feront passer dans un des groupes une 
paiiie des indices de l’autre; on peut même assurer que deux valeurs 
do K, pour lesquelles la composition des deux groupes sera differente, 
seront nécessairement inégales; car, si cela n’avait pas lieu, les valeurs 
de K relatives aux diverses manières dont on peut composer les deux 
groupes dont il s’agit seraient égales deux à deux, trois à trois, etc., ou 
builos égales entre elles. L’une d’elles serait donc égale à la valeur K, 
de la tond ion K et, relativement à cette même valeur, il y aurait plu¬ 
sieurs manières de composer les deux groupes, ce qui est absurde. 
Ainsi, pour obtenir les valeurs différentes, il suffira de faire passer 
successivement tous les indices d’un groupe dans l’autre ou d’échanger 
le.s deux groupes entre eux. Cela posé, on obtiendra les résultats 
suivants. 

Si l’un des groupes est composé de cinq indices et l’autre d’un seul, 
comme on pourra faire passer successivement dans ce dernier groupe 
chacun dos indices ï, 2 , 3, 4, 5, 6, on obtiendra en tout six valeurs 
différentes de, la fonction K. 

Si l’un dos groupes est composé de quatre indices et l’autre de deux, 
comme on pourra faire passer successivement dans ce dernier groupe 
toutes les combinaisons des six indices pris deux h deux, on obtiendra 
on tout quinze valeurs différentes de la fonction. 

Enfin, si les deux groupes sont formés chacun de trois indices et 
qu’on ne puisse échanger ces deux groupes, en faisant passer succes¬ 
sivement dans l’un d’eux toutes les combinaisons des indices pris trois 
à trois, on obtiendra en tout vingt valeurs differentes de la fonction 
donnée. Le nombre de ces valeurs deviendrait moitié moindre et se 
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réduirait à dix si l’on pouvait échanger entre eux les deux groupes, 
c’est-à-dire substituer en même temps tous les indices du premier 
groupe à ceux du deuxième et réciproquement. 

Ainsi, lorsque les indices peuvent être partagés en deux groupes, 
de telle manière que la transposition de deux indices renfermés dans 
un même groupe ne change pas la valeur K,, le nombre des valeurs 
différentes que la fonction K peut recevoir est nécessairement un de 
ceux-ci 

6, i5, 20 , io. 

Pour offrir des exemples de ces différents cas, il suffit de citer les 
quatre fonctions suivantes : 

« I a j a 3 « 4 fl 5 -+- a a, 

aj«,a 3 <3r 4 -+- a 3 « 0 , 

a t a,a 3 +2 a 4 a 3 a 0 , 
a, a,a 3 -+- a 4 a 3 « c . 

Dans chacune de ces fonctions, les indices se partagent en deux 
groupes lorsqu’on rassemble dans un même groupe ceux qui sont à 
la fois compris dans des transpositions ou substitutions circulaires du 
troisième degré qui ne changent pas la valeur de la fonction. Voyons 
maintenant ce qui arriverait si tous les indices se trouvaient alors 
renfermés dans un seul groupe. 

Dans cette dernière hypothèse, étant donnée une substitution circu¬ 
laire du deuxième ou du troisième degré qui ne change pas la valeur K, 
de la fonction K, on pourra toujours trouver une autre substitution de 
même espèce qui ne change pas cette valeur et qui ait un ou doux 
indices communs avec la première. Cela posé, il est, facile de voir que 
toutes les transpositions opérées sur K,, entre deux indices pris à 
vol on té dans les deux substitutions dont il s’agit, conduiront à une 
même valeur de la fonction K. Et, en effet, si les deux substitutions 
dont il s agit ont deux indices communs a et (3, il pourra arriver, ou 
que 1 une d’elles soit du deuxième degré et l’autre du troisième, ou 
qu elles soient toutes deux du troisième degré. Dans le premier cas, 
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ollcs pourront être représentées par 


ETC. 


/ « P 

\ (3 a 


a P •/ \ 

P y «A 


Y étant un troisième indice et, puisque la deuxième ne change pas la 
valeur K,, on prouvera, par un raisonnement semblable à ceux qu’on 
a déjà laits en pareille, circonstance, que les trois substitutions ou 
transpositions 

( a >P)> («>y). (P, y) 


donnent la même valeur de K. Dans le deuxième cas, les deux substi¬ 
tutions données pourront être représentées par 


/ a P y \ / « P o \ 

VP y a. y \ p a « a 

y et o étant deux nouveaux indices. En vertu de la première, les trois 
transpositions 

P)> ( x > y )> (P» y) 

donneront, la même valeur de Iv. En vertu de la deuxième, les trois 
transpositions 

(a, P), (a, S), (P, o) 


donneront aussi la même valeur de K et, comme la transposition (a, p) 
ne peut donner qu’une seule valeur de K, il en résulte que les cinq 
transpositions 

(a, P), (a, y), (P, y), (x, S), (P, o) 


conduiront au même résultat. 

Supposons maintenant que les deux substitutions données aient un 
seul indice commun. 11 pourra arriver, ou que ces deux substitutions 
soient du deuxième degré, ou que l’une soit du deuxième degré et 
l’autre du troisième, ou que toutes deux soient du troisième degré. 

Pour donner un exemple du premier cas, soient 
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doux substitutions qui ne changent pas la valeur K ( ; ces deux substi¬ 
tutions équivalent aux deux transpositions (a, (3) (a, y) et, connue 
en vertu de la première on peut faire passer l’indice (3 à la place de 
l’indice « sans déplacer l’indice .y, il est clair que les indices [3 et y 
jouiront respectivement des mêmes propriétés que les indices a et y, 
en sorte que la transposition 

(P, y) 

ne changera pas la valeur K,. 

Soient, dans le deuxième cas, 

( “ 13 V ( a ! s ) 

les deux substitutions données; on pourra, en opérant une ou deux 
fois de suite la deuxième, substitution, faire passer successivement 
l’indice y et l’indice o à la place de l’indice a sans déplacer l’indice (3. 
Par suite, les trois transpositions 

(«>(3). ((3, y), (P, à) 

ne changeront pas la valeur Iv,, et l’on en conclura, comme dans le 
cas précédent, que les transpositions 

(«, y). («> °), (y, o) 

ne la changeront pas non plus. 

Enfin, soient, dans le troisième cas, 


/a(3y\ / a ô £ \ 

\ P / a J \ â s a J 

les deux substitutions données; on pourra, en opérant une ou deux 
fois de suite la deuxième substitution, faire passer successivement les 
indices o et £ à la place de l’indice a sans déplacer les indices [3 et y, 
et l’on en conclura que les substitutions 

/ « P v \ / ô P y \ / * P y \ 

\ P y « / \ P y o / \ P y £ / 
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110 changent pas la valeur K,; par suite, les transpositions opérées 
entre doux quelconques des indices a, j3, y, o , £ donneront uno même 
valeur do la fonction K. 

Si l’on étend de proche en proche les raisonnements que l’on vient 
de faire aux indices compris dans les diverses substitutions qui, par 
hypothèse, ne changent pas la valeur K,, on on conclura que les 
transpositions effectuées sur Iv, entre les six indices i, 2 , 3, 4» 5, G, 
considérés deux à deux, conduisent toutes à une même valeur de la 
fonction K, que je désignerai par Ko ; par suite, K, conservera la menu 1 
valeur après un nombre pair de transpositions successives et sera 
changé en Ko après un nombre impair do transpositions. La fonction 
aura donc deux valeurs si K< et Ko sont dilférents l'un do l’autre; elle 
n’en aura qu’une seule, c’est-à-dire qu’elle deviendra symétrique, si 
l’on a 

K t =K,. 

tën résumant ce qui a été dit ci-dessus, on voit qu’une fonction du 
sixième ordre ne peut avoir moins de six valeurs, à moins que le 
nombre de ces valeurs ne devienne égal à 2 ou à l’unité. 

Tous les théorèmes énoncés dans le présent Mémoire subsisteraient 
encor*' si quelques-unes des quantités renfermées dans les fonctions 
que l’on considère s’v trouvaient multipliées par zéro; mais alors ces 
dernières quantités venant à disparaître, il faudrait, pour déterminer 
l’ordre de chaque fonction, avoir égard, non pas au nombre des quan¬ 
tités qu’elle renferme, mais au nombre de ces quantités augmenté du 
nombre de celles qu’on peut substituer à leur place. Ainsi, par exemple, 
si l’on désigne para,, a. 2 , a 9 , a^ les quatre racines d’une équation du 
quatrième degré, la quantité 

«2 +■ # 4 » 

considérée comme une fonction de ces racines, sera du quatrième 
ordre, et cette fonction sera susceptible de six valeurs qui seront res¬ 
pectivement 

a x -h <rc>, a x -h « 3 , ct x -H tf 4 , + a 3 , « â H- a k , a s -t- 

1 2 


OEuvres de C. — S. II, t. I. 



90 


MÉMOIRE SUR LE NOMBRE DES VALEURS, ETC. 


Il no sera peut-être pas inutile d’indiquer ici les conditions aux¬ 
quelles une fonction doit satisfaire pour que le nombre de ses valeurs 
se réduise à 2 . Soit K une fonction de cette nature et désignons par 
K,, Ko les deux valeurs dont il s’agit. Le nombre de ces valeurs étant 
égal à 2 et, par conséquent, inférieur à G, si l’on partage en plusieurs 
groupes les indices contenus dans la fonction, de manière à renfermer 
<lans un même groupe deux indices qui sont à la fois compris, soit dans 
une transposition, soit dans une substitution circulaire du troisième 
degré qui ne change pas la valeur K,; on fera voir, comme ci-dessus, 
que, sur trois indices pris à volonté, deux au moins seront compris 
dans un même groupe, d’où il suit qu’on no pourra former plus de 
deux groupes dilfércnts. D’ailleurs, en appliquant ici les raisonnements 
dont nous avons déjà fait usage, on prouvera que le nombre des groupes 
ne saurait être égal à 2 , à moins que les diverses valeurs de la fonction, 
relatives aux différentes manières dont on peut composer ces deux 
groupes en faisant passer les indices de l’un dans l’autre, ne soient 
toutes inégales et, dans ce cas, le nombre des valeurs de la fonction 
serait nécessairement supérieur à 2 , ce qui est contre l’hypothèse. Par 
suite, pour que cette hypothèse subsiste, il est nécessaire que tous les 
indices soient renfermés dans un seul groupe; d’où l’on peut conclure, 
au moyen de la théorie précédemment exposée, que K, doit conserver 
le même signe après un nombre pair de transpositions d’indices et se 
changer en K 2 après un nombre impair de transpositions. Ainsi, par 
exemple, toute fonction qui, comme la suivante, 

(« 1 — ao)(«i — a 3 ).. .(a, — a„) (a,— a s )...{a,_— a n ) — a n ), 

ne peut obtenir que deux valeurs égales et de signes contraires, con¬ 
servera toujours le même signe après un nombre pair de transpositions 
d’indices et changera toujours de signe après un nombre impair de 
transpositions; d’où il suit que chacun de ses termes, soumis aux 
transpositions que l’on considère, recevra alternativement le signe, -t- 
et le signe —. 



MÉMOIRE 


SUR LES 

FONCTIONS QUI NE PEUVENT OBTENIR QUE DEUX VALEURS 

ÉGALES ET DE SIGNES CONTRAIRES PAR SUITE DES TRANSPOSITIONS 
OPÉRÉES ENTRE LES VARIABLES QU’ELLES RENEEUMEXT Ci. 


Journal de l’Ecole Polytechnique, XVII'* Cahier, Tome X, p. •>.<); iSi 5 . 


PREMIÈRE PARTIE. 

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SCR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES ALTERNÉES. 

§ P‘ r . Apres les (onctions qu’on appelle ordinairement symétriques 
et qui ne changent ni de valeur ni de signe, par suite des transpositions 
opérées entre les variables qu’elles renferment, les plus remarquables 
sont celles qui peuvent changer de signe, mais non pas de valeur, en 
vertu des mêmes transpositions. Lorsqu’on développe ces dernières, 
on les trouve composées de plusieurs termes alternativement positifs 
(‘l négatifs et, pour les transformer en fonctions symétriques ordi¬ 
naires, il suHîrait do changer le signe, dos termes négatifs. En faveur 
de cette analogie, je comprendrai sous la dénomination commune de 
fond ions symétriques toutes les fonctions qui ne changent pas de valeur, 
mais tout au plus de signe 4 on vertu de transpositions opérées entre les 


(*) Lu à l'Institut, le 3o novembre i8u. 
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variables qu’elles renferment, et, pour distinguer les fonctions dont lus 
différents termes conservent le mémo signe apres chaque transposition 
de celles dont les termes deviennent alternativement positifs et néga¬ 
tifs, j’appellerai les premières fonctions symétriques permanentes et les 
secondes fonctions symétriques alternées. Il suit du précédent Mémoire 
que ces deux espèces de fonctions sont les seules dont la valeur absolue 
no change pas. Je partagerai encore ici les fonctions en plusieurs ordres, 
suivant le nombre des quantités qu’elles renferment, et je désignerai 
toujours par des lettres affectées d’indices, telles que 

• • • > u n , 

les « variables que renferme une fonction symétrique do l’ordre n. 

Cela posé, concevons les diverses suites de quantités 

a 11 ei .), • • • j ctj M 

èj, />.>, . . ., b ny 

(■ i, e.jf * * * ? e n 9 

. . , . . , • • • J • • ? 


tellement liées entre elles que la transposition de deux indices pris 
dans l’une des suites nécessite la même transposition dans toutes les 
autres; alors les quantités 

c l9 * • •, è 2 , c 2 , . • . • > b :i , Cj, . . . 

pourront être considérées comme des fonctions semblables de 

Cli, Ct-ij Cl % 9 ... 

et, par suite, les fonctions de 

^1» é], C |, ■ • • » «2, ^2ï ^2, • • • J C n , . . . , 

qui ne changeront pas de valeur, mais tout au plus de signe, en vertu 
do transpositions opérées entre les indices i, a, 3, ..., n, devront être 
rangées parmi les fonctions symétriques de a,, a.,, ..., a n ou, ce qui 
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revient au même, des indices i, 2 , 3, . n. Ainsi 

cl j ct \ 4«, ci 2> 

cti b 1 o, b» H - ct 3 b 3 H- 9 . Cj c‘2 c‘ 3) 

ci 1 b 2 H- eu b 3 “H (1$ bi ci-i b l -i- ci .j b 3 -j- r/3 b 
cos (a { — a■>) cos (c^ — a :t ) cos ( a 2 — a ;l ) 

seront des fonctions symétriques permanentes, la première du deuxième 
ordre et les autres du troisième et, au contraire, 


cti b 2 - 1- a 2 b 3 -1- a 3 l>i— a,b l — cti b s — a s b 2 , 

sinfrt,— a,) sin(rt, *- a 3 ) sin(a 2 — a 3 ) 

seront des fonctions symétriques alternées du troisième ordre. 

Lorsqu’une, fonction n’est pas symétrique, elle peut obtenir un 
nombre déterminé de valeurs différentes les unes des autres, lorsque 
l’on échange (mire elles les quantités qui la composent; mais alors la 
somme de ces valeurs est une fonction symétrique permanente, et si en 
ajoutant ces mêmes valeurs on leur donne alternativement le signe -t- 
et le signe — , suivant une loi que nous déterminerons ci-après, on 
obtiendra pour l’ordinaire une fonction symétrique alternée. 

On peut généraliser cette définition des fonctions symétriques en 
supposant que non seulement on échange entre elles les quantités qui 
composent la fonction non symétrique dont il s’agit, mais qu’on les 
échange encore avec d'autres quantités qui ne soient pas comprises 
dans cette même fonction. Cela posé, on pourra considérer, en général, 
une fonction symétrique comme formée de plusieurs termes que l’on 
déduit les uns des autres par des transpositions opérées entre les quan¬ 
tités qu’elle renferme ou, ce qui revient au même, entre les indices qui 
affectent ces quantités, et l’on conçoit que, pour déterminer une fonc¬ 
tion symétrique permanente ou alternée, il suffira de connaître, avec 
l’un de ses termes, le nombre d’indices qu’elle doit renfermer, c’est- 
à-dire l’ordre de la fonction donnée. 

Il suit de ce qui précède que la théorie des fonctions symétriques 
doit embrasser deux espèces d’opérations différentes. 
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Les unes ont pour objet de. déduire les uns des autres les termes do 
même espèce qui composent une fonction symétrique donnée. Ce sont 
les opérations que j’ai désignées dans le précédent Mémoire sous le 
nom de substitutions et de transpositions. 

Les autres ont pour objet de déterminer une fonction symétrique 
permanente ou alternée, formée de plusieurs termes de même espèce, 
au moyen de l’un des termes dont il s’agit. J’indiquerai ces dernières 
opérations par le signe S et de la manière suivante : 

Soit K une fonction non symétrique prise à volonté. Désignons par 
des lettres grecques, a, (3,y,... les indices renfermés dans K, et soit m 
le nombre de ces indices; enfin, soit n un nombre entier quelconque 
supérieur ou égal au plus grand des indices dont il s’agit. La somme 
des valeurs différentes que l’on peut déduire de la fonction K par des 
transpositions opérées entre les indices a, j3, y, ... sera désignée par 
la notation 

S(K) 

et la somme des valeurs différentes que l’on déduira de la fonction Iv, si 
l’on échange les indices a, { 3 , y, ..., non seulement entre eux, mais 
encore avec les autres indices compris dans la suite 

i , 2, 3 , .. ., n — r, ti f 

sera désignée par la notation 

S" (K). 


Des deux fonctions symétriques permanentes S(K), S"(K), l’une 
renfermera seulement les indices a, [3, y, ..., l’autre renfermera tous 
les indices i, 2 , 3, ..., n. La première sera de l’ordre m et la seconde 
de 1' ordre n; elles deviendraient toutes deux égales entre elles si l’on 
supposait m = n; mais, dans tout autre cas, la première ne sera qu’une 
partie de la seconde. 

Supposons maintenant, ce qui bientôt sera démontré possible, que 
les valeurs déduites de la fonction K par un nombre pair de transposi¬ 
tions opérées entre les indices a, j3,y,... soient différentes des valeurs 
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déduites de la même fonction par un nombre impair de transpositions. 
Désignons les premières valeurs, entre lesquelles la fonction K se 
trouve comprise, par 

K a , Kj3, Ky, 


et les autres valeurs par 


l’expression 


K),, kp, K v , 


K a H- K p + K y h- ... — K- a — K(j. — K v —... 
sera une fonction symétrique alternée que je désignerai par 


e( 


S(±K) 


K a E p “ K y ... -f- K), H- Kp. + k v -H -. . 

sera (mcore une fonction symétrique alternée égale, mais de signe 
contraire à la première, et que je désignerai par 


S(=K). 


De même, si les valeurs déduites de la-fonction K par un nombre 
pair de transpositions opérées entre les indices i, 2 , 3, ..., n sont 
différentes des valeurs obtenues par un nombre impair de transposi¬ 
tions opérées entre les mêmes indices et que l’on représente par 

Kç, K t , Ko, 


les premières valeurs dont, il s’agit et les secondes par 
les expressions 


Kp> K (7, K -7, 


Kç+ Kr|-t- Ko-H. 


K r - Kff lv T 


et 


— K; — K T| — Ko —. . . H- Kp -+- Ko- —K x -k .. 


seront deux fonctions symétriques égales, mais de signes contraires, 
que je désignerai respectivement par 


S" (± K ), 
S"(+K). 
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Des deux fonctions symétriques alternées S(± K), S"(±: K), la pre¬ 
mière est de Tordre ni et la seconde, de Tordre n . Ces deux fonctions 
deviendraient égales entre elles si Ton avait m ™ n] mais, dans le cas 
contraire, la première ne sera qu’une partie de la seconde. Quant aux 
deux notations S(q=K), S"(zpK), on les déduit évidemment des deux 
précédentes en y changeant le signe de K; d’où. il suit que les quatre 
notations relatives aux fonctions symétriques alternées se réduisenl 
ellèctivement a 2. 

Si dans ce qui précède, on suppose, pour abréger, 

K a H~ K |5 K y - 4 -... — E, 

K) k -+• Iv^-+- K v +.. ■ — I, 

chacune des fonctions E, F 11e pourra obtenir que deux valeurs par 
suite des transpositions opérées entre les indices a, ( 3 , y, ... compris 
dans la fonction K, et Ton aura 

S ( K ) = E -h F, S(±K} = -S(ipK)=E-F. 

De meme, si Ton suppose 

Kr -f- K r , -j- Ko-f-... ~ G, 

K p-h K G -4- K t ■+•... " H, 

chacune des fonctions G, II ne pourra obtenir que deux valeurs par 
suite des transpositions opérées entre les indicés r, 2, 3 , .. n , et Ton 
aura 

S ' 1 (K) = G + H, S" (± K) = - S»(=p K) = G - H. 

Pour comprendre dans un seul exemple les quatre notations précé¬ 
dentes, supposons 

K = ci 1 b. 2 

et Ton trouvera, dans ce cas, 

S ( éZj Zo ) — b.2 —f~ cl 2 b 

S 3 (ai ù. 2 ) = a l b 2 -\- « 2 è 3 -t- a li b l H- a. 2 ùi-+- a z b ly 

S (d= a x b. 2 ) a x b., — b ly 

S' (dt cl j b 2) — cii b 2 0-2 b% H- ci- 2 b 1 — æ 2 bi — cti b 2 — cl% b 2 * 
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1 mu î (‘présenter, au moyen des notations précédentes, une fonction 
syméti iquo permanente ou alternée, on n’est obligé d’écrire qu’un seul 
de ses tonnes. Je désignerai celui-ci sous le nom de terme indicatif. 
paict qu il suffît pour indiquer la valeur de la fonction tout on tien*. 
Dans l exemple procèdent, a,é 2 est le terme indicatif des quatre fonc¬ 
tions symétriques 

SCV'o), S 3 («^ â ), S i±a l ô. 1 ), S 3 (±ro^O 

Au reste, on peut choisir pour terme indicatif un quelconque de ceux 
dont la (onction se compose. Seulement, lorsqu’il s’agit d’une fonction 
symétrique alternée, on doit placer le signe =h devant ce terme s’il so 
trouva 1 alïécté du signe. H- dans le développement de la fonction donnée 
et le signe q= dans le cas contraire. On trouvera, de cette manière, 

S ( b*) — S (a 2 bd, 

S :i = S *(a 2 b x ) S *{a t bs) = .. 

S (=t C( l !>*) =. S (+(7^! ), 

a { b*) = S 3 (q= ad ), ) = S 3 (q= a x b z ) ~.... 

§ II. Toute fonction K qui n’est pas symétrique peut devenir le 
terme indicatif d’une fonction symétrique permanente S(K) ou S"(K). 
Si la fonction K est elle-même symétrique et permanente relativement 
aux indices qu’elle renferme, on aura 

S(K)=K, 

et si elle est symétrique et permanente relativement aux indices i, 2, 
3 .on aura 

S" (K) = K. 

La meme remarque ne peut pas s’étendre aux fonctions symétriques 
alternées, et pour qu’une fonction, qui n’est pas symétrique, puisse 
devenir le terme indicatif d’une fonction symétrique alternée, il est 
nécessaire qu’elle satisfasse à certaines conditions que nous allons 
déterminer tout à l’heure. 


OEuvres <h’ C • ■— S. Il, L. I. 
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Soit toujours K une fonction quelconque non symétrique. Soient 


jCj jj, y, o j • • -, s» o 

les indices quelle renferme. Désignons par m le nombre de ces indices 
et par Q ie produit 

1.2.3. ni. 

On a fait voir, dans le précédent Mémoire, comment les diverses 
valeurs que l’on peut déduire de la fonction Iv, par dos transpositions 
opérées entre tes indices a, [3, y, o, ..., ç, -q, correspondaient aux 
diverses permutations que. l’on peut, former avec ces mêmes indiens et 
dont le nombre est égal à Q. Soient 

Àl, A«, A3 ï •••> Ay 

les permutations dont il s’agit et désignons par 

Ki, K,, K a , ..., Ky 

la série des valeurs K qui leur correspondent. La somme, des valeurs 
inégales comprises dans cette série sera équivalente à la fonction 
symétrique permanente S(K). Mais, pour obtenir s’il y a lieu, au 
moyen des termes de la série, la fonction symétrique alternée S(± K), 
il sera nécessaire d’établir une distinction entre les termes qui devront 
être considérés comme positifs et ceux qui devront être considérés 
comme négatifs. Par suite, on devra faire un partage entre les termes 
dont il s’agit ou, ce qui revient au même, entre les permutations 

Ai, A,, A3, ..., Ay 

qui leur correspondent. On peut effectuer ce partage à l’aide des consi¬ 
dérations suivantes : 

Soit A, une quelconque des permutations formées avec les indices 
a, jÜ, y, 0 , ..., 'Ç, q, et désignons comme à l’ordinaire par 
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la substitution qui sert à déduire la permutation A ç do la permuta¬ 
tion uutto substitution est du genre do (.adlos que j’ai nominéos 

substitutions circulaires , on pourra passer un revue tous les indices 
qu’elle renferme en comparant doux à deux les indices qui se corres¬ 
pondent dans ses deux termes et, dans ce cas, l’on pourra ranger en* 

cercle tous les indices donnés a, (3, y.de manière quo deux indices 

pris dans b* cercle à la suite Tun de l’autre, et d’orient en occident, 
soient toujours ceux qui sont situés l’un au-dessus do Faulre dans la 
substitution donnée, savoir : b» premier dans le terme supérieur et b* 
second dans le terme inférieur do cette substitution. Dans le cas con¬ 
traire, si l’on compare doux à doux les indices correspondants en 
partant d’un indice déterminé pris dans le terme supérieur, on se 
trouvera ramone à cet indice avant d’avoir passé, tous les autres en 
rouie, et l’on sera ainsi conduit il ranger les indices donnés on plu¬ 
sieurs cercles et à former dos cercles d’un seul indice toutes les lois 
qu’on trouvera dans les deux termes de la substitution des indices 

correspondants (‘gaux entre eux. Alors la substitulion ( ^ ) 

équivalente au produit <b"s substitutions circulairos correspondant a 
ces differents cercles. Ainsi, par exemple, si l’on suppose a, £>, y, ••• 
respectivement égaux a i , *>., *>, /j, .*>, (>, 7 (‘I que Ton suppose (‘H outre 


un sera conduit, par la comparaison dos indices correspondants plis 
dans les deux termes de la substitution précédente, à former les 
quatre rondes 

0 

iluiil h's deux derniers ut* eoinpreiuient qu’un seul Parsmlo, I; 

-.ulistittilHin donnée sera équivalente au produit dus quatre sul>sliUi 
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tions circulaires 



dont les deux dernières sont identiques, et l’on aura 

/ i-2.3.4.5.6.7 \ __ / t .3.6 \ / 4-5 \ / a \ / 7 \ 

' 3.a.6.5.4-'-7 / \ 3.6.i / \ 5.4 ' \ 2 / \ 7 ' 

ce dont il est facile de s’assurer immédiatement. 

Si l’on supposait A,--A,, la substitution ^ ^ j deviendrait iden¬ 
tique et, par suite, serait décomposable en autant de substitutions 
circulaires identiques qu’elle renferme d’indices. La comparaison des 
indices correspondants conduirait donc alors à former un nombre égal 
à m de cercles différents composés chacun d’un seul indice. 

Si l’on suppose les deux permutations A,, A s différentes l’une de 
l’autre, 1c. nombre des cercles obtenus par la méthode précédente sera 
inférieur à m. Désignons par g ce même nombre. Supposons, de plus, 
que la transposition de deux indices pris il volonté dans la permuta¬ 
tion A, change celle-ci en A f , et soit Ale nombre des cercles que l’on 
obtient par la comparaison des indices correspondants de la substi¬ 
tution 

/ A i \ 


il est facile de prouver que l’on aura toujours 


h — ,g zt 1 . 


En effet, la transposition (a, (3) qui, par hypothèse, change la permu¬ 


tation A* en A;, changera aussi la substitution 


A, 

A.,. 


en celle-ci 


A, 


d’ailleurs, cette transposition n’avant évidemment aucune influence 
sur les cercles qui ne renferment ni l’indice a ni l’indice [3, il suffira 
de considérer les cercles qui renferment les deux indices en question. 
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Cela posé, il peut arriver, ou que les indices a et [3 soient tous deux 

compris dans un des cercles relatifs à la substitution ( A ‘ Y ou qu’ils 

soient compris dans deux cercles différents. Nous allons examiner 
chacun de ces deux cas séparément. 

Supposons d’abord que les indices a et (3 soient compris dans un 

seul des cercles que fournit la décomposition de ( A ‘ j en substitu¬ 
tions circulaires, et soit 


a 

v 


e 


? 


o 


le cercle dont il s’auit; alors 


A, 

A, 


sera équivalente au produit ch 


plusieurs substitutions circulaires dont l’une sera 


/ « y ... . ô P £ ... . Ç \ 

\ '/ - • • • o P s . ... Ça/ 


En vertu de la transposition (a, [3) effectuée sur le second terme de 
la substitution ( A ’ la substitution circulaire dont il s’agit se chan¬ 
gera dans la substitution suivante 

a y ... . à (3 £ ... . Ç \ 

y . ... cas . ... ÇP/ 

(fui est (dle-même décomposable en deux substitutions circulaires, 
savoir 

WP « 

\ y . ... à a ! \ e . 

Ainsi, dans le cas que l’on considère, la transposition (a, (3) décom¬ 
pose le cercle qui renferme les indices a et (3 en deux cercles distincts. 
La valeur de g se trouve donc par ce moyen augmentée d’une unité et, 


? P 
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par suite, on a 

h =zg -h I. 

Supposons, en second lieu, que les indices a et (3 soient compris 
dans deux cercles différents, et soit 


a 

£ 7 


le cercle qui renlénne l’indice a et 


y 

S 


P 


le, cercle qui renferme l’indice (3; alors, parmi les diverses substitutions 
circulaires dont le produit équivaut à ^ se trouveront comprises 

les deux suivantes : 

y .... E sc ) \ a . ... Ç (3 / 

mais celles-ci, en vertu de la transposition (a, (3) effectuée sur le 

second terme de la substitution ^ 1 se réuniront en une seule 

substitution circulaire qui sera 

■ » y ... . s (3 o ... . Ç \ 

y . ... e|3ô . ... Ça/ 

Ainsi, dans le second cas, le nombre des cercles relatifs à la subsli- 

• ^ 

tution ( ) sera inférieur d’une unité au nombre des cercles relatifs 

\ A, J 

à la substitution ^ J et l’on aura 

h g — i. 

La démonstration précédente subsiste dans le cas même où chacun 




OUI NE PEUVENT OBTENIR QUE DEUX VALEURS, ETC. 103 
des indices a, [i formerait à lui seul un cercle. En effet, la substitu- 

• l0 » ( * ) renfermerait alors les deux substitutions identiques/ * ), 

■ v 'CL 

( p ) ( l ui ’ ( ' n vertu de la transposition (a, (3) opérée sur A.„ se trouve¬ 
raient converties en une seule substitution circulaire, savoir 


a (3 '' 

(3 a 


on aura donc toujours, ou h = g i, ou h = g — i. 

Par suite de la proposition qu’on vient d’établir, h sera nécessaire¬ 
ment un nombre pair si g est un nombre impair, et réciproquement, 
fêla posé, partageons en deux classes toutes les substitutions qui ont 
pour termes deux permutations prises dans la suite 


A,, A 2 , A3, 


A.,, 


do manière à renfermer dans l’une des classes toutes les substitutions 
qui correspondent à un nombre pair de cercles et, dans l’autre classe, 
toutes les substitutions qui correspondent à un nombre impair de 
cercles. Enfin, supposons que la première des deux classes soit celle 
([ili renferme les substitutions identiques 


A, 


A s ' 
A 2 - 


La substitution 



sera de première classe si m et g sont deux 


nombres pairs ou deux nombres impairs ou, ce qui revient au même, si 
m — g est un nombre pair; la même substitution sera de seconde classe 
dans le cas contraire. 11 suit de celle définition et du théorème démontré 
ci-dessus que, si l’on effectue sur le second terme d’une substitution 
de première classe plusieurs transpositions successives, les nouvelles 
substitutions obtenues parce moyen seront alternativement de seconde 
et de première classe; de sorte qu’on obtiendra toujours une substitu- 
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tion do première classe après un nombre pair de transpositions et uni 1 
substitution de seconde classe après un nombre impair de transposi¬ 
tions. Supposons, par exemple, que l’on ait déduit la substitution 

^ ^ J de la substitution identique ^ ^ ^ au moyen de plusieurs 

transpositions opérées sur le second terme de cette dernière; le nombre 

de ces transpositions sera nécessairement pair si la substitution ^ ) 

est de première classe; il sera nécessairement impair dans le cas con¬ 
traire. Ainsi, deux permutations A ( , A f ne peuvent être déduites l’une 
de l’autre par un nombre pair de transpositions que dans le cas où 
la substitution qui les a pour ternies est de première classe; elles ne 
peuvent être déduites l’une de l’autre par un nombre impair de trans¬ 
positions que dans le cas où cette substitution est de seconde classe. 
11 est au reste indifférent de prendre pour premier terme de la substi¬ 
tution l’une ou l’autre des permutations dont il s’agit. En vertu de la 
remarque qu’on vient de faire, les permutations 


Ai, A.,, A 3 , 


se partageront naturellement en deux classes dont la première com¬ 
prendra, par exemple, la permutation A, avec toutes celles que l’on 
peut en déduire par un nombre pair de transpositions, et dont la 
seconde renfermera toutes les autres. Le partage étant ainsi fait, on 
sera toujours obligé d’effectuer un nombre pair de transpositions pour 
déduire deux permutations l’une de l’autre si ces permutations sont 
comprises dans la même classe, et un nombre impair de transpositions 
si ces permutations sont respectivement comprises dans les deux classes 
que l’on considère. De plus, on reconnaîtra facilement si deux permu¬ 
tations données A,, A s sont de même classe ou de classes opposées à 
l’aide de la règle suivante : 

Soit g- le nombre des cercles résultant de la comparaison des indices 
qui se correspondent dans les deux termes de la substitution 
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Los deux permutations A,, A s seront de meme classe si m — g est un 
nombre pair et de classes opposées dans le cas contraire. 

Ainsi, par exemple, si les indices a, (3, y, ... sont respectivement 
égaux à i, 2 , 3, 4, 5, 6 , 7 , la substitution 

/ ..2.3.4.5.6.7 \ 

\ 3.2.6.54.1.7 / 

étant équivalente au produit de quatre substitutions circulaires, on 
aura 

m = 7 > A' = 4, m — g = 3 

et, par suite, les deux permutations 

1.2.34.5.6.7, 

3 . 2 . 6 . 54 .1 - 7 

seront de classes opposées. 

Désignons toujours par 

R 1 , R •>, ■.., K(j 

la série des valeurs de K qui correspondent aux diverses permutations 
des indices donnés et supposons K, = K. Les termes de la série précé¬ 
dente se partageront en deux classes distinctes ainsi que les permu¬ 
tations qui leur correspondent. La première classe renfermera le 
terme K et tous ceux que l’on peut en déduire par un nombre pair do 
transpositions; la seconde renfermera tous les termes que l’on peut 
déduire de K par un nombre impair de transpositions. Soient respec¬ 
tivement 

Ra> R pi Ryt - • • 

les termes inégaux compris dans la première classe et 

R).? Rix, Rv, • • • 

les termes inégaux compris dans la seconde classe. Si les deux 
suites précédentes n’ont pas de termes qui leur soient communs, on 

i4 


OEuvrex de C. — S. II, l. I. 
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aura 

K*-t- Kp-t- K r 4-... — K).— Kj,- K v —... =: S(± K). 

Mais si deux termes, pris l’un dans la première suite, l’autre dans la 
seconde, par exemple K œ etK x , sont égaux entre eux, alors chacun des 
termes de. la première suite deviendra égal à l’un des termes de la 
seconde. En effet., Kp étant, un terme, quelconque de la première suite 
différent de K a , si l’on effectue simultanément sur les indices corres¬ 
pondants de ces deux termes un nombre impair de transpositions, au 
moyen desquelles K a soit changé en K X) Kp se trouvera de cette manière 
changé en un terme K,j. de la seconde suite, et l’équation K x =K a 
entraînera celle-ci : K (l =Kp. On démontre aisément cette proposition 
à l’aide des principes établis dans le précédent Mémoire. Cela posé, 
l’expression 5(± K), qui désignait en général une fonction symé¬ 
trique alternée, se trouvera, dans l’hypothèse que l’on considère, 
réduite à zéro. Dans tout autre cas, cette expression aura une. valeur 
algébrique déterminée. Ainsi, la seule condition nécessaire pour que 
la fonction K puisse devenir le terme indicatif d’une fonction symé¬ 
trique alternée de la forme 

S(drK) 

est. que. deux valeurs de. cette, fonction, obtenues l’une par un nombre 
pair et l’autre par un nombre impair de transpositions des indices ren¬ 
fermés dans K, soient toujours différentes l’une de l’autre. Si les indices 
a, p, y, ... renfermés dans K deviennent respectivement égaux à 

t, 2, 3, . . ., n 

et si l’on suppose, en outre, que les quantités affectées de quelqu’un 
de ces indices puissent avoir zéro pour coefficient dans la fonction K, 
l’expression S(±K) se trouvera transformée en celle-ci 

S»(±K) 

et, par conséquent, la seule condition nécessaire pour qu’une fonction 
non symétrique puisse devenir le terme indicatif d’une fonction svmé- 
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Irique alternée de la forme S"(± K) est que deux valeurs de la fonc¬ 
tion, obtenues l’une par un nombre pair de transpositions des indices 
i, 2 , 3, n, l’autre par un nombre impair de transpositions des 
mêmes indices, soient toujours différentes l’une de l’autre. Cette condi¬ 
tion exige que le nombre des indices renfermés ostensiblement dans 
la fonction K soit égal à n ou à n — r. Si donc on représente à l’ordi¬ 
naire par m le nombre de ces indices, on aura nécessairement 

m n ~ i ou ni — n. 

Dans ce dernier cas, les deux expressions S(±K), S"(±K) deviennent 
équivalentes. Au reste, on pourra toujours reconnaître si deux termes 
pris à volonté dans une fonction symétrique alternée y sont affectés do 
même signe ou de signes contraires, au moyen de la règle qui sert à 
distinguer entre elles les permutations de première et de second) 1 
classe. Ainsi, l’on pourra obtenir immédiatement le signe de chacun 
des termes en le comparant au terme indicatif. 

§ III. D’après la définition que nous avons donnée des fonctions 
symétriques permanentes ou alternées, il est aisé de voir que le pro¬ 
duit ou le quotient de deux fonctions symétriques alternées de l’ordre n 
est une fonction symétrique permanente, de même ordre que les deux 
premières. Réciproquement, le produit ou le quotient de deux fonc¬ 
tions symétriques, l’une permanente et l’autre alternée, du même ordre 
est une fonction symétrique alternée de même ordre qu’elles. 

Lorsque, dans une fonction symétrique alternée, on transpose deux 
indices a, (ï pris à volonté, la fonction changeant alors de signe, il 
<'st nécessaire que tous les termes positifs deviennent respectivement 
égaux à ceux qui étaient négatifs et réciproquement. Cela posé, conce¬ 
vons que l’on développe cette fonction suivant les puissances et les 
produits dos quantités qu’elle renferme. Il suit de la remarque précé¬ 
dente : i° que les termes positifs du développement seront en nombre 
égal à celui des termes négatifs; 2 ° que tous les termes qui ne changent 
pats de valeur par la transposition de deux indices pris à volonté dis- 
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paraîtront nécessairement; 3° que si l’on remplace dans tous les termes 
l’indice a par l’indice |3, sans remplacer en même, temps l’indice [3 par 
l’indice a, la fonction symétrique alternée se trouvera réduite à zéro. 
En effet, de cotte manière, on rendra équivalents entre eux les termes 
que l’on déduisait les uns des autres par la transposition (a, [3), c’est- 
à-dire les termes positifs et les termes négatifs. Ainsi, par exemple, si, 
dans l’expression 

S (dz a x b % ) =: a x b 2 — a 2 b x 

on remplace 1 i par i, cette expression deviendra 

S (±: a x b x ) — a x b x — a x b v — o. 

On peut encore déduire, des considérations précédentes, le théorème 
suivant : 

Soit S(± K) une fonction symétrique alternée quelconque. Désignons 
par a, fi, y, ... les indices quelle renferme et par 

a a.j • • • > 

• • • ? 

C [if * • • y 


les quantités qui , dans cette fonction , se trouvent affectées des indices a, 
(J, y, .... Si Von remplace 

&CL î Cou • * • ? ^(3) £[3> • • • î f ‘Y? • • * 

par des fonctions semblables des quantités a$ n la fonction 

symétrique alternée deviendra divisible par chacune des quantités 


Cl a Cly, 


^Y> 
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En effet, soient a et (3 deux indices pris à volonté. En vertu de ce qui 
précède, la fonction deviendra nulle si l’on suppose 

«ct= «p. 

Elle sera donc divisible par 

a a — «p. 

11 suit de ce théorème que toute fonction symétrique alternée, qui 
ne renferme qu’une seule espèce, de quantités telles que 

tf'a? • • • ? 

est divisible par les différences respectives des quantités dont il s’agit. 
Elle est donc aussi divisible par le produit de ces différences. Ainsi, 
par exemple, si l’on désigne par/), g, r, ... des nombres entiers pris 
à volonté, la fonction symétrique alternée 

S(— ..) 

sera toujours divisible par le produit 

(«p — «a) (a r — rt a ). . .(«p — a Y )- 

Celte même fonction deviendrait nulle si deux des nombres p, g, r, ... 
étaient égaux entre eux. 

De même, p, g , /', .... s, l désignant des nombres entiers quel¬ 
conques inégaux, 

sera une fonction symétrique alternée divisible par le produit 

A =(a s — a,) (a 3 -- a,).. «,) (a 3 — a 3 ). <ar 2 )• • • (*«-«*- 1 )- 

Si l’on suppose 

p — O, <7 = 1, = 2, . . . , .V = 71 — a, £ = /> — I, 

la somme des exposants des lettres a*, ..., a„, dans chaque terme 
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de la fonction symétrique alternée 

S"(± a] a\a\. . 

sera 

, „ n ( n — i ) 

0 + I + 2 +...+ (ft- 2 )+(«-l) = --- 

Mais les facteurs du produit A étant aussi en nombre égal à - ~ l ~~ ' ■ » 

la somme des exposants des lettres a,, a. À , ..., a, t , dans chaque terme 
du développement de ce produit, sera encore égale à ce nombre; pap 
suite, le quotient qu’on obtiendra, en divisant la fonction symétrique 
alternée par le produit, sera une quantité constante. Soit c la quantité 
dont il s’agit, on aura 

S" (± fl" a\ci\.. .a n n Z\alT l ) ~ cA. 

Pour déterminer c on observera que le terme 


a pour coefficient l’unité dans la fonction donnée et dans le produit A; 
on doit donc avoir c = i et, par suite, étant égal à r. 


(O 


Il S" 

I Z= (a s — «,) (rt 3 — a,)...(a„ — «,) (a 3 — a t )...{a n — a 2 ) ). 


Ainsi, par exemple, si l’on suppose n = 3, on trouvera 

S 3 (± a 3 a\ ) = cu_a § H- a 3 a\ -t - a x a\ — a 3 a\ — a t a\ — a 2 a\ 

— (a 2 — «i) («3 — «i ) ( a 3 — a 2 ). 

Cette dernière équation a été donnée par Vandermonde dans son Mé¬ 
moire sur la résolution des équations. 

Nous avons fait voir ci-dessus que la fonction symétrique alternée 

S" (± a'la'la 3 . . .a*_, a‘ n ) 

était toujours divisible par le produit A. Elle sera donc aussi divisible 
par la fonction symétrique alternée 


S" •«;!!? «r 1 )- 
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Soit P le quotient; P sera nécessairement une fonction symétrique per¬ 
manente des quantités a,, a. 2 , ..., a a et l’on aura, en général, 

S' l (± a 3 a\ .. .a" -1 ) 

Si dans l’équation précédente on suppose 

p — o, <7 — i, /• = ?., ..., a — n — 2 , l — n, 

la fonction P sera nécessairement du premier degré par rapport aux 
quantités a,, a 2 , ..., a n et, comme elle doit être symétrique et perma¬ 
nente par rapport à ces quantités, on sera obligé de supposer P égale à 

c ( et i -H- et» -+- ... -1- ci n ) — c S ,f ( ) , 

c ôtant une constante qui ne peut différer ici de l’unité; on aura donc, 
en général, 

(3) S"(± a t a\al.. = S tt («i)'S'‘(± n 2 a\al.. 

Ainsi, par exemple, si l’on suppose n = 3, on aura 

n.,a\ -+- n 3 a\ 4 - a t — ct 3 a\ — ct»a] h- ci t a\ 

= («, 4 - cu-\~ ci 3 ) h- a 3 a\ -+- c/,a% — n 3 n\ — cua\ — «je/;) 

= ( «i -+- ci % 4- ci 3 ) ( cij, — ci i ) ( ct 3 a, ) ( ct. 3 ci 2 ). 

Si dans l’équation ( 2 ) on suppose 

p 1 , fjf- 2 , r z=r- 3 , ...» s — n — 1 , 1 z=z n, 

ou aura évidemment 
On a donc, en général, 

[ S K (±a, a\a\.. .n';,z\al) — S(±rtf,aX- ■.a"Z\a") 

= aiflî« s . • S' 1 (± «•>«?)•• 

:= a, a» a 3 ...a„- l a n (cu — a ,) ( a 3 — — a { ) (a 3 — « 2 )...(a„ — rt 2 )...(«„— <?«-,)• 


(4) 
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Ainsi, par exemple, en supposant n = 3, on trouvera 

a t ala\ -h a*a\a\ - 4 - a 3 a\a\ — — a 3 a\a\ — a,a\a 3 

— a i a,a 3 (a 2 — a ,) (« 3 — ci { ) (a 3 — «»). 

Lorsqu’on suppose p — o, n = 2 et que l’on remplace les quantités a, 
«o par des lettres différentes x et y, l’équation ( 2 ) se réduit à 

x q — yq 

- — P ; 

x y 

d’où il suit que x q — y q est, en général, divisible par x — y. 

De même, si l’on suppose p — o, n = 3, on trouvera que 

x ( iy r 4- z r H- z c ix r — x v y f *— y r z ( i — z r x (î 

est toujours divisible par le produit 

{x —y){x — z){y — z). 

Etc., etc. 

Pour être certain que deux* fonctions symétriques alternées soi 
égales entre elles, il suffit de s’assurer : i° que tous les termes rei 
fermés dans la première sont aussi renfermés dans la seconde; 2 0 qi 
ces termes ont les mêmes coefficients numériques dans l’une et dar 
l’autre; 3° qu’un des termes de la première a le même signe que 
terme correspondant pris dans la seconde. 

Je vais maintenant examiner particulièrement une certaine espèt 
de fonctions symétriques alternées qui s’offrent d’elles-mêmes dans u 
grand nombre de recherches analytiques. C’est au moyen de ces font 
tions qu’on exprime les valeurs générales des inconnues que rei 
ferment plusieurs équations du premier degré. Elles se représenlei 
toutes les fois qu’on a des équations de condition à former, ainsi qi 
dans la théorie générale de l’élimination. MM. Laplace et Yandermoiu 
les ont considérées sous ce rapport dans les Mémoires de VAcadèm 
des Sciences (année 1772 ) et M. Bézout les a encore examinées depu 
sous le même point de vue dans sa Théorie des équations. M. Gauss s’< 
est servi avec avantage dans ses Recherches analytiques pour découvr 
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les propriétés générales des formes du second degré, c’est-à-dire des 
polynômes du second degré à deux ou à plusieurs variables, et il a 
désigné ces mêmes fondions sous le nom de déterminants. Je conser¬ 
verai cette dénomination qui fournit un moyen facile d’énoncer les 
résultats; j’observerai seulement qu’on donne aussi quelquefois aux 
fonctions dont il s’agit le nom de résultantes à deux ou à plusieurs 
lettres. Ainsi les deux expressions suivantes, déterminant et résultante. 
devront être regardées comme synonymes. 


DEUXIÈME PARTIE. 

1>F.S FONCTIONS SYMÉTRIQUES ALTERNÉES DÉSH'.NÉES SOUS IJE NOM 
DE DÉTERMINANTS. 


PREMIÈRE SECTION. 


Des déterminants en généra! et des systèmes symétriques. 


$ Soient a t ,a.,, plusieurs quantités différentes en nombre 

é-al à n. On a fait voir ci-dessus que, en multipliant le produit de ces 
quantités ou 

. .a tl 

par le produit de. leurs différences respectives, ou par 

( a- x — «,) («a — ).. .{a,, p/j— a.,) — r.) • • - (a,, -- a„. ,), 

on obtenait pour résultat la fonction symétrique alternée 

S (zîz a^a\al.. .a") 

(pii, par conséquent, se trouve toujours égale au produit 

n x a i a. i ...a n (a 1 — a,) (a :t — a, )...(«„— a,) (a 3 — a t ) ..(a„ — — (Li-i >• 

Supposons maintenant qui' l’on développe ce dernier produit et (pie, 
dans chaque terme du développement, on remplace l’exposant de 

i :> 

O E livres de C. — S. U, t. I. 



MÉM0I11E SU U LES FONCTIONS 


tu» 

(‘Inique lettre par un second indice égal à l’exposant dont il s’agit; 
en écrivant, par exemple, a /vv au lieu de a 5 r et a Stt . au lieu de a r s , on 
obtiendra pour résultat une nouvelle fonction symétrique .alternée 
qui, au lieu d’étre représentée par 


sera représentée par 


S. a 


le signe S étant relatif aux premiers indices de chaque lettre. Telle esl 
la forme la plus générale des fonctions que je désignerai dans la suite 
sous le nom de déterminants . Si l’on suppose successivement 


on trouvera 


n “• i, n tzz 2, 


S(± r/ l j < 7 2i2 ) = a ul a 2l 2 — ^2,1 ^1,2-» 

S(zh a ïyl a -, M ) = a lyl #3,3 -t- #2,1 #3,2 #1,3 H - # 3 ,t #1,2 #2,3 

— <7 K1 « 3j2 a 2a — a 3il r/. 2i2 ro, :i — r/. 2il <7 1/2 <7 ;m 


pour les déterminants du deuxième, du troisième ordre, etc. Los ([nan¬ 
ti tés affectées d’indices différents devant être généralement considérées 
comme inégales, on voit que le déterminant du deuxième ordre ren¬ 
fermera quatre 1 quantités différentes, savoir : 

#1,1» #1,2» 

^ 2,11 ^ 2 , 2 ? 

que le déterminant du troisième ordre en renfermera neuf, savoir : 

# 1 , 1 » # 1 , 2 » # 1,35 

#2,1» #2,2» #2,3i 

#3,1» #3,2» #3,3 * 

Etc., etc. v 

En général, le déterminant du n u ' m '' ordre ou 

S(± «1,1 « 2 , 2 - • •««,«) 
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n‘n fermera on nombre égal a ir de quanti lés différentes qui seront 
respectivement 


7l.i ? 

7i,2, 

7i, :î , • 

' * * , 

71,//, 

"su. 

Cl 2 , o, 

72.it, ■ 




7 % 2, 

7 • 

. . . , 

7 ;i, //, 


7/?,2? 

7,,,3, . 

. . . , 

7 «, «. 


Supposons ces mêmes quantités disposées on carré, comme on vient 
de le voir, sur un nombre égal à /? de lignes horizontales et sur autant 
de colonnes verticales, do manière que, des deux indices qui affectent 
chaque quantité, le premier varie seul dans chaque colonne verticale 
et que le second varie seul dans chaque ligne horizontale, lYnsemble 
des quantités dont il s’agit formera un système que j’appellerai système 
symétrique de l’ordre n. Les quantités a U{ , <7, ..., a 22 , ..., seront 

les différents termes du système et la lettre a, dépouillée d’accents, on 
sera la caractéristique. Enfin, les quantités comprises dans une meme 
ligne, soit horizontale, soit verticale, seront on nombre égal à n cl 
formeront une suite que j’appellerai, dans le premier cas, suite hori¬ 
zontale et, dans le second, suite verticale. L’indice de chaque suite sera 
celui qui reste invariable dans tous les termes de la suite. Ainsi, par 
exemple, les indices des suites horizontales et ceux des suites verti¬ 
cales du système ( r) sont respectivement égaux à 

i, 2, 3 , . .., n. * 

J’appellerai termes conjugués ceux que l’on peut déduire l’un de 
l’autre par une transposition .opérée entre le premier et le second 
indice; ainsi a. 2tîi et a 22 sont deux termes conjugués. Il existe des 
termes qui sont eux-mêmes leurs conjugués. Ce sont les termes dans 
lesquels les deux indices sont égaux entre eux, savoir : 

7l,i, 7.^,2? • • • > ( *n ^ 

je les appellerai termes principaux ; ils sont tous situés, dans le sys¬ 
tème (t), sur une diagonale du carré formé par le système. 
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Pour indiquer la relation qui existe outre le système (i) et le déter¬ 
minant 

S(± < 7 lt , a, .i. . 

je dirai que ce dernier appartient au système en question ou, ce qui 
revient au même, que la fonction symétrique alternée 

S(±: 

est le déterminant de ce système. 

Pour obtenir le déterminant du système (r) il suffît, comme on l’a 
dit ci-dessus, de remplacer les exposants des lettres par des indices 
dans le développement du produit 

• •««(«»— <h) «,)• ■ •(«„— ). 

On peut aussi former directement le déterminant dont il s’agit à l'aide 
des considérations suivantes : 

Chaque ternie du déterminant 

S(± a lA 

est le produit de n quantités différentes. Les seconds indices qui 
affectent ces quantités sont respectivement égaux aux nombres 

I, 2, 3 , ..., n 

que l’on peut considérer comme étant, dans tous les termes, disposés 
suivant l’ordre naturel. Quant aux premiers indices, ils sont encore 
égaux à ces mêmes nombres; mais l’ordre dans lequel ils se suivent 
varie d’un terme à l’autre et présente, dans les différents tenues, toutes 
les permutations possibles des nombres 

i, 2, 3 , n . 

11 suit de ces considérations que, pour former chacun des ternies 
dont il s’agit, il suffira de multiplier entre elles n quantités différentes 
prises respectivement dans les différentes colonnes verticales du sys¬ 
tème (i) et situées en même temps dans les diverses lignes horizon- 
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Elles de ce système. Les produits que l’on pourra former de cette 
manière seront, en nombre égal à celui des permutations possibles des 
indices r , u, 3, ..., n, c’est-à-dire en nombre égal au produit 

1.2.3. n ; 

je les appellerai produits symétriques. Le produit de tous les termes 
principaux du système (r), savoir : 

esl évidemment un produit symétrique; il sera désigné sous le nom 
de produit principal et employé de préférence comme terme indicatif 
dans le déterminant du système. D’après la définition que nous avons 
donnée des notations S(± K), S(qrK), le terme indicatif 

« 1,1 « 1,2 «.!,:! • • ■«»,» 

sera affecté du signe 4- dans le déterminant 

S(:Jr «,,i «i, 2 . • •«»,») 

et du signe — dans le même déterminant pris en signe contraire, 
c'est-à-dire dans la fonction 

S (hT «,.,« 4 , 2 -. .«„,„). 

Ûtant donné un produit symétrique quelconque, pour obtenir le 
signe, dont il est affecté dans le déterminant 

S ( J— «i, l « 2,2 * • • .u ) i 

il suffira d'appliquer la règle qui sert à déterminer le signe d’un terme 
pris à volonté dans une fonction symétrique alternée. Soit 

«a,i«(j,2- • 

le produit symétrique dont il s’agit et désignons par g- le nombre des 
substitutions circulaires équivalentes à la substitution 

i . 9 .. 3. n 

a fi y ... Ç 




118 


MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS 


Ce produit devra être affecté du signe -t- si n — g est un nombre pair, 
et du signe — dans le cas contraire. 

11 est aisé de voir que la règle précédente subsisterait dans le cas 
même où l’on aurait interverti l’ordre des facteurs 

^{3,2 ? •••> 

ou, ce qui revient au même, l’ordre des indices compris dans les deux 
termes de la substitution 

( '• a - 3 -‘-"y 

V « (3 y ... ç / 

pourvu que dans cette substitution on place toujours l’un au-dessus de 
l’autre les deux indices qui, dans le produit symétrique donné, affectent 
la même quantité. 

Supposons, par exemple, n = 7 et cherchons quel signe doit avoir, 
dans le déterminant 

S(± m, 1 "(J,G "7,7), 

le produit symétrique 


«1,3 "3,6 rt v>3 < 7 -„ v a, ti a --. 

La substitution que l’on obtient, par la comparaison des indices qui 
affectent en première et en seconde ligne chacun des facteurs du pro¬ 
duit, est 

( , - 3 ’ M ’ 5 - 3 -7 \ 

\ 3 . G . 1 . 5 4-2-7 / 


et cette substitution équivaut aux quatre substitutions circulaires 
i. 3.6 


( )■ ( > ( : )■ c ; > 


on a donc ici 


et, par suite, 


n 
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Co dernier nombre étant impair, le produit symétrique donné devra 
être affecté du signe — dans le déterminant du septième ordre. 

La règle précédente suppose que le produit principal .a, 

est affecté du signe +; dans le cas contraire, il faudrait changer les 
signes de tous les termes. On peut encore déterminer le signe que doit 
avoir, dans le déterminant 

S( — o, tl 

un produit symétrique pris à volonté à l’aide d’une règle donnée par 
Gabriel Cramer dans un Appendice à Y Analyse des lignes courbes et que 
l’on peut énoncer de la manière suivante : 

Soit toujours «a,, «p• •«!> le produit symétrique donné et 

la permutation formée avec les premiers indices des différents facteurs: 
enlin, soient 

(3 — a, 

V — a, 


K — oc, 
7 -P, 


les différences respectives de ces mêmes indices considérés deux à 
deux de toutes les manières possibles et supposons que, en prenant la 
différence de deux indices, on donne toujours le signe — à celui qui 
se présente le premier dans la permutation 

a(3y...ç. 

Le produit symétrique, donné aura le même signe que le produit, de 
toutes les différences, savoir : 

(j3 — a) (y — a).. .(£ — «) (/ — ?>)■ • •• 

On démontre', facilement celte règle par ce qui précède, attendu qu’une 
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transposition opérée entre deux indices change toujours, comme 1 on l’a 
fait voir, le signe du produit 

(«p- ffa) («r“ ««)• • •(«; — a «) ("y— «p)- • • 

et, par conséquent, celui du produit 

(£— ») (y — a).. .(£ — a) (y — (3)- 

§ U. Si dans chacun des termes du système (i) on remplace le 
premier indice par le second, et réciproquement, on aura un nouveau 
système relativement auquel le premier'indice restera invariable dans 
chaque suite verticale et le second indice dans chaque suite horizon¬ 
tale. Le système ainsi formé sera 

^2,1? ^3,1? • • • j a fl, li 

^*2,2? ^3,2? • • 

^2,3? <^3,3? • • • ? (f n, 3» 

<^2,«? ^3 go • • •? &n.n m 

Je dirai que les systèmes (i) et (2) sont respectivement conjugués l’un 
à l’autre. Pour abréger, je désignerai dorénavant chacun de ces deux 
systèmes par le dernier terme de la première suite horizontale renfermé 
mitre deux parenthèses; ainsi le système (1) sera désigné par («,_„) el 
le système (2) par (o /M ). 

Les produits symétriques des systèmes («,,„) et («„_,) sont évidem¬ 
ment égaux entre eux. Le produit principal a„.„ est aussi 

le même dans ces deux systèmes. Par suite, le déterminant du sys¬ 
tème (a a>1 ) est égal à celui du système («,,„) ou à 

S ( ™ ^ 1 , 1 CÎ 2 , •) . . • et-U. ) , 

le signe S étant toujours relatif aux premiers indices. Mais le déter¬ 
minant du système (a,,,,) peut aussi être représenté par 

^ (— 1,1 11.11 ), 


(2) 


<-1,1? 


< 1 , 2 ? 


*1,3? 
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le signe. S étant relatif aux seconds indices; car on peut déduire le 
système («„,,) du système (a (j „) et, par suite, le second déterminant 
du premier, en écrivant les premiers indices à la place des seconds et 
réciproquement. En conséquence, dans l’expression 

S(± a lit a^_. . 

on peut supposer indifféremment, ou que le signe S se rapporte aux 
premiers indices, ou qu’il se rapporte aux seconds, ce qui lève toute 
incertitude sur la valeur de l’expression dont il s’agit. 

Si l’on échange entre elles deux suites horizontales ou deux suites 
verticales du système (<?,,„), de manière à faire passer dans une des 
suites tous les ternies de l’autre et réciproquement, on obtiendra un 
nouveau système symétrique dont le déterminant sera évidemment 
égal mais de signe contraire à celui du système Si l’on répète 

la même opération plusieurs fois de suite, on obtiendra divers sys¬ 
tèmes symétriques dont les déterminants seront égaux entre eux, mais 
alternativement positifs et négatifs. On peut faire la même remarque 
à l’égard du système (a, M ). 

Si, au lieu do faire varier d’une colonne verticale à l’autre les seconds 
indices qui affectent les termes du système (i), on représentait par 
des lettres differentes, a, b , c, ..., e, f, les termes de ci' système situés 
dans les diverses colonnes verticales, en ne conservant' de variable 
que le premier indice, le système (i) se trouverait, transformé dans le 

êj, c,, •••, la, /„ 

(Y,, éo, c,, ..., r,, y,, 

.., •*., 

H ni b ,!, C rn • • •, Cni J ni 

et son déterminant deviendrait égal à 

S(± «jêjC;,... e „_i f„) 

ou, ce qui revient au même, au produit 

abc. . .cf(b — a) ( c — a). . • (/ — «) (c— b). . •(/— b).. .(/—e), 

16 


suivant : 


(3) 


OEuvres de C. — S. Il, 1. 1. 



122 


MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS 


dans lo développement duquel on doit toujours remplacer les exposants 
des lettres par des indices. 

§ III. Désignons maintenant par D„ le déterminant de l’ordre n ou 
celui des deux systèmes (n«,,), en sorte qu’on ait 

S (ZIZ i . . . &H— I ,n— 1 &n,n ) » 

et supposons, pour fixer les idées, que le signe. S soit relatif aux 
premiers indices. Le, déterminant de l’ordre n — i ou D„_, sera donné 
par l’équation 

D B -l= S(± «1 ,n-j). 

Si l’on multiplie ce dernier par a„_„, on aura la somme', algébrique 
des produits symétriques qui, dans le déterminant D„, ont pour fac¬ 
teur a„ <n , ces produits étant pris alternativement avec le signe. -+- et 
avec le signe — dans la somme dont il s’agit. De plus, il est aisé de 
voir que ces mêmes produits sont affectés des mêmes signes dans le 
déterminant D„ et dans le déterminant D„_, multiplié par a n<n . En eifet, 
le produit principal 

^1,1 ^'2,2 ^3,3 • * • ^il , il 

se. trouve de part et d’autre, affecté du signe -+- et le. signe de l’un 
quelconque des autres produits est déterminé, dans les deux cas, par 
• le nombre, des transpositions qu’on est obligé d’effectuer sur les pre¬ 
miers indices i, 2, 3 , ..., n — t pour le déduire du produit principal- 
Cela posé, l’expression 

P 

U-n , n ^ ^1,1 ^2,2* • • 11 — 1 ), 

considérée comme fonction des premiers indices 1, 2, 3, ..., n, ne 
sera plus, en général, une fonction symétrique alternée. Mais si, dans 
cette même fonction, on transpose de toutes les manières possibles les 
indices dont il s’agit, elle obtiendra une série de valeurs dont plusieurs 
seront différentes entre elles, et si, de la somme des valeurs différentes 
obtenues par un nombre pair de transpositions, on retranche la somme 
des valeurs différentes obtenues par un nombre impair de transpo- 
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sitions, un aura une fonction symétrique alternée que l’on pourra 
désigner par 

S [± S(± «,,, a % 5 a, i3 .. . 

l(> nouveau signe S étant toujours relatif aux premiers indices. Pour 
obtenir les diverses valcxirs du produit 

^ ™ ,1 ^2,2 ^3,3 • • • @n—î ,/i — i ), 

il suffira évidemment de changer successivement le premier indice n 
du lacteur a n n contre les indices r, 2 , 3, ..., n — 1 qui affectent en 
première ligne les quantités renfermées dans le second facteur 

St±«,,,Of s ,srt, i3 . „-l)- 

Cela posé, le premier facteur deviendra successivement égal à cha¬ 
cune des quantités 

••*> ^2,/M ^l,7M 

et, si l’on représente respectivement par 

1*11,11} ^*n~l,n} bit— 2,11} • • '} b-2,11} ^l,ri} 

les valeurs corn'spondantes du second facteur, on aura 

Sfr-b S(± « M cr s , 2 .. 

— f*n,n ** n .— 1,9 — l,rc~b* ‘ • ^2,» S - ^1,/) .if 

On aura d’ailleurs, par ce qui précède, 

= S(±a,, 1 rt 2 ,s- • •«„-!,«-1) ~ 

è//—^ (~f- ^1,1 ^2,2* ■ *0/»,/? —l), 

. 1 

è 2, H S (~f- ^a,'l • * • — -1 ), 

èj,// S (-|- ( 'tn,\ ^2^2* • • —1,« - 1 )» 

le signe S, dans toutes ces équations, pouvant être considéré comme 
relatif, soit aux premiers, soit aux seconds indices. 

l)e ce. qu’on vient de dire il est aisé de conclure que, si l’on déve¬ 
loppe la fonction symétrique alternée 

S[± ff„,„S(± «1,1 «2,2- • -l)J> 
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tous les termes du développement seront des produits symétriques de 
l’ordre n qui auront l’unité pour coefficient. Ces termes seront donc 
respectivement égaux à ceux qu’on obtient en développant le déter¬ 
minant 

D„ = S(± « M «2.,. - 

et comme le produit principal a M a 2i2 .. .a nt , b est positif de part et 
d’autre, on aura nécessairement 

I)„=S[± S(±a M « s , s .. 

= a n,n b n ,ii -+- bu—1,11 ■+"••• + a ï,n é->,„ -+- Cl j itt bi'H. 

En général, si l’on désigne par p. l’un des indices i, 2 , 3, ..., n, on 
trouvera de la même manière 

I)«= S [dz S(— a i,t • • • a fj.- i,[i -1 • • • n n,n )]• 

Soitv un autre indice différent de p.. Représentons par b [X[X le coef- 
liciont du facteur dans le terme indicatif de la fonction symétrique 
alternée 

b [ifc S (2; 2 i t (i—1 1 • • • Cltl,n )] 

et par — b Vj(1 ce que devient b^, lorsqu’on y remplace le premier 
indice v par p.. Si l’on suppose successivement 

V ~ I , y= 2 , . . . , V — JJ. — I , V = [JL -f- I , . . . , V” //, 

Ve- deviendra 

^2,p.» • • •» — 1, (t, 

et la valeur de D„ sera donnée par l’équation 

II il— . . . -+- ((.-+- • •••+- (In, u. bn,,y.- 

Si, dans cette équation, on donne successivement à p. toutes les valeurs 

I j 2, O, • • • > ïly 






QUI NE PEUVENT OBTENIR QUE DEUX VALEURS, ETC. 125 
on obtiendra les équations suivantes : 

( Dn— &l ,1^1,1 a î,l ^2,1 +■• 

, - . I D„—- (7,, s b lfi ^2,S -J- . . . -}- Cl n « b n ,, 

. 


dans lesquelles on doit supposer, en général, 

(rh «1,1 ff-2,2' • • ®[).+i,|i.+i • • • dn,n)t 

b'j, jt == S (_p (l\ rt » i2 • • • rt |A— 1 ,(J.— 1 ^li+i.jj.+ i ■ • • tfv—i,v —1 ®(i,v ^v-H.v+l • • • a n,n)- 



Les quantités &,,, b Ui , ... sont, dans les équations précédentes, en 
nombre égal à celui des quantités a l { , ci { i , ... qu’elles multiplient, 
c'est-à-dire en nombre égal à /r. Elles peuvent donc-être disposées en 
carré, de manière à former deux nouveaux systèmes de l’ordre n qui 
soient respectivement conjugués l’un à l’autre. L’un de ces systèmes 
sera le suivant : 

ài.i, ê^.,, ..., ài, h. 

A>, Il Ai,S, •••> ^s, ni 

. . . , • • • , * • • ï * * ‘ 5 

• • •» bn,nj 

que je désignerai par (& 4frt ) d’après les conventions établies; en rem¬ 
plaçant dans colui-ci les premiers indices par les seconds et. récipro¬ 
quement, on obtiendra l’antre système qui sera représenté par (ô /M ). 

Après avoir désigné sous le nom de forme ternaire un polynôme, 
homogène du second degré à trois variables, M. Gauss a nommé, forme 
adjointe un second polynôme dont les coefficients ont avec ceux du 
premier les relations qu’on vient de remarquer entre les termes du 
système (6*,, ) et ceux du système (a /M )- Je suivrai cctle dénomination 
et, lorsque j’aurai à comparer entre elles les quantités 

a \,u ^1,2* ••• Ct /■>!,!, b u z, 

je dirai que les secondes sont adjointes aux premières; de sorte que, 
en général, la quantité adjointe à sera et la quantité adjointe 
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à a^ v sera b^. Par la même raison, le système (£,,„) sera dit adjoint 
au système (a,,„) et le système (£„,,) adjoint au système (a nJ ). Le. sys¬ 
tème (£„,,) sera en même temps adjoint et conjugué au système 

La quantité b, l Jt adjointe à a„ t „ est toujours égale au déterminant de 
l’ordre n — i ou à 

S (it cia. 2^ * * • ««— 1 ,«— i )• 

Pour déduire de cette expression la valeur de il suffira de rem¬ 
placer dans ce déterminant ou, ce qui revient au même, dans tous les 
termes du système de l’ordre n — i, le premier indice égal à p par un 
autre indice égal à n et le second indice égal à p par un autre indice 
égal à n. Enfin, pour transformer en il suffira de remplacer 
encore le premier indice égal à v par un autre indice égal à p et de 
changer le signe du résultat. Il suit de ces considérations que, pour 
obtenir au signe près la quantité b^ adjointe à il suffit de convertir 
Je système (a,,„) de l’ordre n en un système de l’ordre n — i par la 
suppression de tous les termes situés dans la même ligne horizontale 
ou dans la même ligne verticale que a ^ et de former le déterminant 
du nouveau système dont il s’agit. Ce déterminant serait de même 
valeur et de même signe que si l’on supposait v = p. 

Dans l’équation 

D„— S(± «1,1 «2,1!. . .«„,„) 

on peut indifféremment considérer le signe S comme relatif, soit aux 
premiers, soit aux seconds indices; d’ailleurs on a fait voir, dans la 
première Partie de ce Mémoire, que toute fonction symétrique alternée 
devient nulle lorsqu’on y remplace un indice par un autre indice ; D„ se 
réduira donc à zéro si, clans l’expression de ce déterminant, on rem¬ 
place un des indices qui occupent la seconde place par un autre indi.ee, 
par exemple si l’on remplace les termes 

a \•••> 

p ai* 

«1,V, ^2,V) • • •? ^//,Vy 

v étant différent de p. D’ailleurs, la valeur de D„, exprimée au moyen 
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des termes a n ^, est, par ce qui précède, 

(8) -b« — a i,\l ès,ji + . ■ . + rt n,Ji ^n, IX," 

on aura donc généralement 

( 9 ) O ~ = éi, [j.H~ ^2, p. • • • “S - &n ,v 

Cette dernière équation sera satisfaite toutes les fois que v et p seront 
deux nombres différents l’un de l’autre. 

Si l’on donne successivement à p et à v, dans les équations ( 8 ) 
et ( 9 ), toutes les valeurs entières, depuis 1 jusqu’à n, on aura le sys- 
lème d’équations suivant : 


D„ 

-- n ul b u 

1 "+" «2,1 ^2,1 -f- • 

• • «/7, 1 1 > 

O 

-- " 1,1 é,, 

0 -j— «o^j ^2,2 H” * 


0 

” «1,1 ^1, 

77 H™ «2,1 ^2,77 H” • 

* ~t~ «77,1 ^77,77 î 

0 

~ - «^2 . 

1 ~t— « 2,2 ^ 2,1 H - • 

• H” «77,2 ^77,1? 

I>„ 

rrr a u 0 b li 

1 2 —H «0,2 ^2,2 “t” * 

. H- Cl ;l 2 b n 2y 

0 

« | 0 b \ 

,H - « 2,2 ^ 2 ,« H - • 

. -H «/^O ^77,77 î 

0 

“ ^1 ,« ^1 

,1 H” «2,77 &2,1 *+*• 

• + «77,77 ^/7,1> 

0 

= «i,« *1 

.,2 H - «2,/7 ^2,2 H” • 

• “H - «77 , 77 ^77,2» 

I),, 

~ «I ,n è. 

,7? H~ «2,77 ^2,77 + • 

• H” «77,77 ^77, 77 • 


Si l’on désigne, en général, 


par 

el 

par 


« 1, (JL ^1, (Jt + «2 , (Jt ^2, {JL + * • ' 

■ H~ «77. (J. ^7 

S W ( «1,(JL &1, (Jl] 

1 

«1,V ^1,(JlH” «2,V ^2,(JL~^~ * • 

■ “f - «77,V ^77 

( «1,V ^1, (Jl)j 



le signe S étant, dans les deux cas, relatif aux indices 1 qui occupent 
la première place, on pourra mettre les équations ( 10 ) sous la iorme 
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suivante : 


00 i 


I)„ 

— S 

0 = 

= S •••> 

0 =S "(a ul b u „). 

0 

= S" ( cii ,2 ^1,1 )> 

D„ = 

= S"(«i.2*1,2). 

0 — S n (a ui b u „). 

0 

— ( cti^i b^i ), 

O - 

= S' 2 («l,„ •••> 

l), l =S n (a u , l b u „) 

formules générales 

(8) 

et (9) deviendront 




\ IV 

~ S" («1,(1 




\ ° 

~ l 3 n («I.v V [*•)*. 

- 


( 12 ) 

La seconde des équations ( 6 ), ou 

&v,[ J. = S (rp «i,i «2,2 • • ■ «[J.—1 • • • «v— l,v— 1 «|i,v «v-H,v-t-l • • • «h,k )> 

ayant lieu toutes les fois que p. et v sont différents l’un de l’autre, élit 
subsistera encore si l’on y change p en v et v en p; on aura donc 


— S (_)_ Cl i j «2.2 • • • «v—i,v —1 «v-t-l,v+i • • • «|X— i,(i—i «v, [j. 'T'1,(/.-H 1 • • • «n,n )• 

Si l’on compare entre elles les deux valeurs précédentes tle b^ 
et de b on trouvera que, pour déduire l’une de l’autre, il suffit 
d’échanger entre eux les indices qui occupent la première et la seconde 
place dans les termes du système {a UJl ). Il en résulte que les relations 
établies par les équations ( 8 ) et ( 9 ) entre les termes du système («,,„) 
et les termes du système adjoint subsisteront encore si l’on 

échange entre elles, dans ces deux équations, les deux espèces d’in¬ 
dices ; on aura donc aussi 


O 3) D« — a 5i,i «|j., é,ji <2 -s«i^,, 

(l4) 0 = a V,I -1- « v ,2 -I-... -h rt v .« 

les indices p et v étant censés inégaux. 

On peut encore mettre ces deux dernières équations sous la forme 
suivante : 

. ( R« — S" («n 1 t ), 

(’°) „ 

(o — S" (« v>1 1,;.,,), 

le signe S étant relatif aux indices 1 qui occupent la seconde place. 
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lîn donnant à p. et à v, dans les équations (i 3 ) et (14), tontes les 
valeurs ('litières depuis i jusqu’à n, on obtiendrait un système d’équa¬ 
tions semblable au système (io). On peut déduire immédiatement ce 
second système d’équations du premier, on remplaçant dans celui-ci 
les termes des systèmes symétriques (V«) P ar It'S termes cor¬ 
respondants des systèmes conjugués (/>„,,). On pourrait encore 

donner au nouveau système d’équations dont il s’agit la forme (n) et 
il suffirait pour cela d’employer les équations (tri) au lieu des équa¬ 
tions (i 3 ) et (i/|). 

Si dans le système de quantités («,,„) on supprime la dernière suite 


horizontale et la 

dernière suite verticale , on aura le système suivant 


l a 1>t , 

1 

^1,2» 

• • > ^ 1, n l ? 



( t •> 0 ^ 

• - i» ft'2,n l» 

(!() ) 

i 

lr 

• • • ? 

n . 

• - j . 1 

n . . 


que je désignerai à l’ordinaire par 

Soit maintenant (e un _,) le système adjoint au précédent. Si dans 
l'équation (i 3 ) on change b en e et n en n — i, on aura, en général, 

( 17 ) D.-1,1 — ~ Cijl,! -h «u.,2 Cp.,2 ■+■. . • + a y.,n~\ — 

Pour déduire do cette dernière équation la valeur de b^„ il suffira, en 
vertu des règles établies, de changer a^,, en a, c , dans l’expression pré¬ 
cédente de b n>n et de changer en outre le signe du second membre; on 
aura donc généralement 

(181 é[j— (a/ 1,1 -I- a «,2 e n,s •+-.••+■ o»,n-i e n ,«-1 '• 

Si dans ei'tto équation on donne successivement à u. toutes les valeurs 
('litières depuis 1 jusqu’à n — 1 et que l’on substitue les valeurs qui 
(>n résulteront pour b u „, b.,^, ( l‘ ans l’équation 

1)„ ~ rti,,/ éi,,i-+- a»,« é 2 .„ • • • —1— a»,« é„,„. 


OEuores de V. — S. Il, t. I. 
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on obtiendra la formule suivante : 


I>„= 

— #/2, n bn,n [ #1,// £1, 

! H- #2,72 #77.2 ^*2,2 4“ * 

• * 4~ #77 — 1 ,72 

#72,72— 1 £/2—1,72 


4~ #1 ,71 (#77, 

,2 £1,2 4“ #/7.3 e i,3 4" • • 

• 4~ # 72 , 72 -1 



4“ #2,71 (#77. 

,1 £2,1 4~ #72,3 #2,3 4“ • . 

. . 4“ #72 , 77.— I 

C'i .,( — 1 ) 


-h. 

■+• a n—\.n( a n, 1 C ji —1,1 "+■ a n,ï a n — 1,2 + •••"+" e H-l,n—s)]- 

Cette équation peut être mise sous la forme 

Ü[0 R/j S K S w 1 (, 

les deux signes S étant relatifs, le premier à l’indice p. et le second à 
l’indice v. M. Gauss a employé avec avantage, dans ses liecherches 
arithmétiques, une formule qui n’est, qu’un cas particulier de celle-ci. 

§ IV. Les principaux théorèmes compris dans le. paragraphe pré¬ 
cédent ont été démontrés pour la première fois, d’une manière géné¬ 
rale, par M. Laplace, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 
l’année 1772 (seconde Partie). Il a fait voir comment on pouvait lus 
appliquer à la recherche des valeurs des inconnues que renferment 
plusieurs équations du premier degré. Soient 

les inconnues dont il s’agit en nombre égal à n. Supposons que l’on 
ait entre elles autant d’équations du premier degré et que les coeffi¬ 
cients des inconnues y soient représentés respectivement par les diffé¬ 
rents termes du système Pos équations dont il s’agit seront de 

la forme 

/ #1,1 #4 4~ #1,2 X 2 4~ • . . 4~ Cl x , n X n =r 
#*2,1 4~ #o,2 <2*2 4~ ■ • • 4~ #2,/* x n HZ / ll < 0 , 


\ #/2, 1 #4 4“ #77, 2 #*2 4~~ • • *4“ #4z — ^ l ti* 


( 20 ) 


Cela posé, les relations établies par les équations (10) entre les termes 
du système («,,„) et ceux du système adjoint (&,_„) fournissent un 
moyen facile d’obtenir la valeur d’une inconnue prise à volonté. Ainsi, 
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par exemple, si l’on multiplie la première des équations (20) par ,, 

la deuxième par .enfin la dernière, par b n ,, et qu’on les ajoute 

(Mitre elles en ayant égard aux équations (10), on aura, pour déter¬ 
miner la valeur de x t , l’équation suivante : 

I)„#i = h»i nu_b iA + .. 

En général, si l’on multiplie, la première des équations (20) par 
la deuxième par b itV _, ..., enfin la dernière par b,,^, et qu’ensuite on 
les ajoute entre, elles, on aura, en vertu des équations (10), 

( 9 . 1 ) B « rf'n, = »h è !, |A -l- m , b» -+-... -h m „ b „, |1 , 

Par suite, la valeur générale de l’une quelconque des inconnues sera 

ni\ ,51-+- ni 2 60,-t- • ■ • -+■ ni,, b n ,y. ni x l >\, y.-H n>. } -+-... 4- m n b n ^ 

* B» +. . .-h 

Celle valeur se présente donc sous la forme d’une fraction qui a 
pour dénominateur le déterminant 

1 >»~ S(± «,,, 

et pour numérateur ce que devient ce déterminant quand on y rem¬ 
place les coefficients de l’inconnue, pris dans les équations (20) par les 
seconds membres de ces mêmes équations. 

Si les coefficients des diverses inconnues dans les équations (20), 
au lieu d’être représentés par une seule lettre affectée de deux indices, 
étaient représentés par diverses lettres a, b, c, ..., e, /'affectées de 
l’indice 1 dans la première équation, de l’indice 2 dans la deuxième, ..., 
les équations données étant alors 

Ù i X* C‘i .-T;, -t- . . . -+~ C [ X f i~ 1 “H J 1 £n ” 

CL*X J b.,X.. -j— Co .C;j ... -j- -H f-2 X n — Wq, 

ci „ x 5 -h b n x j x «—1 -H f n x a — m n , 

la valeur d’une inconnue aurait pour dénominateur la fonction symé¬ 
trique alterné*' 



S(± aib,Ci .. 
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(‘t pour numérateur ce que devient cette fonction lorsqu’on y substitue 
la lettre m à celle qui désigne les coefficients de l’inconnue. Ainsi, 
par exemple, la valeur de x, serait donnée par l’équation 

i IM S(± .. e„_i f„) 

S(± rti&.c,.. .e, 

Tel est le résultat auquel M. Laplace est parvenu. Il a lait voir aussi 
que deux termes déduits l’un de l’autre par un nombre impair de 
transpositions étaient toujours désignés contraires et a démontré par 
ce moyen la règle de Cramer que nous avons rapportée ci-dessus, lin fin 
il a prouvé qu’une transposition opérée entre deux des lettres «, b , c, ... 
changeait le signe de. la fonction 

S(±a,è s .. 

et a donné les moyens de la décomposer en d’autres fonctions sem¬ 
blables d’un ordre inférieur. Nous reviendrons plus tard sur ce dernier 
objet. 

On peut encore, en vertu du paragraphe II, mettre la valeur de a-, 
sous la forme suivante : 

(C) x — mhc '-- e f( b ~ m ) (c — m )...(/— ni) {c — — b)...(f — e) 

abc. ..e/(b-a)(c-a )...(/— a) (c — b )...(/- b)7{/~dj ’ 

pourvu que, après avoir développé séparément le numérateur et le 
dénominateur de la fraction précédente, on remplace les exposants 
des lettres par des indices. 

Si l’on suppose n = 2, les équations (A) se réduiront à 

ct i x l - h- b y x 2 -=. m u 

a 2 x x - 4 - b. 2 x. 2 ~ 772 q> 

et Ton aura, en vertu de ce qui précède, 

_ mb(b — ni) ni , b 2 — m. 2 b l 

1 ab(b — a) a { b .>— a 2 b { 5 

x — am ( m ~ a ^ — ct 2 ni i 

2 ab(b — ci) ~ a^,— a 2 b { 
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Si l’on suppose n= 3 , les équations (A) se réduiront à 


ct x x x 4 ~ b | x% -j— c ! x z ~ ni j, 

a,X x —h* b,X,-\- c^x^—- JM'») 

^3^‘i "1" b z x, H- c ;J jp3 ~ m :iy 

et les valeurs des inconnues seront respectivement 

ni ) ( c — m ) ( c — b) 
a) {c — a) (c — b) 

/n i b :) c, H- tu * b A c, — m, b { c :i 4- ni z b { c, — m z b,c { 
ci \ b q C3 — ci j b z c, 4~ a, b z — ci, b j c z 4~ a z b j c 2 — a z b, c j 

a me ( ni — ci) (c — a) ( c — m) 

1 abc ( b — a) ( c — ci) (c — b) 

__(t\ JJ J o 6* ;i — a t m ;i c 2 H- ci, m z c { ~~ a,m x c z -1- ci z m { c, — <7 ;i m ,.c j 

~~~ a x b, c 3 — a x b z c 2 4- a, b. tl c x — a, b x c z -h a.. z b { c, — a z b, c, 7 

abm ( b — a) {m — ci ) ( m — b ) 

'* abc (b - a) (c — a) {c — b) 

__ a t b, m z — a x b :) m, 4- a, b z m x — a, b { m z 4- a A b x ni, — a :i b, ni , 
a v b,c z — <7iè 3 c 2 4- a,b z c i — ff 2 ^ 1 c 3 4- a z b l c,— a z b,c x 

et ainsi de suite. 

On arriverait aux memes résultats en partant de l’équation (B) ri. 
dans ce cas, on peut déterminer immédiatement le signe d’un terme 
pris à volonté, soil dans le numérateur, soit dans le dénominateur de 
la Traction qui représente la valeur d’une inconnue, au moyen de ht 
règle établie dans le paragraphe II de la première Partie, de rr 
Mémoire. 

Si les équations données étaient de la forme 

ax\ 4- bx t -4 cx z -h. . .4- 4 ~fx lL = m, 

a 1 .ï\ 4- b 2 x% 4- c~ x z “4- • • 4~ e~x n ^ x 4~ f~x n — JJJ ? 

.. 

a' 1 .r, 4- b " œ t 4- c" x 3 + .. . -H e" j»„_, 4- /" x n = m", 



__ mbc(b — 
'* 1 ~~ abc{b — 

__ m t b, c z — 


l’équation (G) deviendrait exacte sans qu’il fût besoin de développer 
lu numérateur et le dénominateur de la fraction qui forme le second 
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membre et l’on pourrait sans aucun inconvénient supprimer les fac¬ 
teurs communs aux deux termes de cette fraction. Ainsi la valeur 
de x t , tirée des équations (D), se réduit à 

_ m(b — ni ) (c — ni). ■.(/ — ni) _ m(/n — b) (m — c). . .(ni — /) 

a(b — a) (c — «)...(/— a) a{a — b)(a — c )...(« — /) 

Les valeurs des autres inconnues, tirées des équations (D), peuvent 
être présentées sous une forme semblable à celle-ci. 

Si les équations données étaient de la forme 

f ctx l -f- a-Xo -b... -H ci n x n -=. n m y 
) bx^ b~x o-h. . .- 4 - b n x n -j=z b m , 

(E) j 

la valeur de x„ serait donnée par l’équation 

S(± ab*-cK . .e a - l f m ) __ S(± bcK . ) 

X " — S(± ab'-c 3 ... e "— 1 '/ 11 ) ~~ S (± bc-... ) ' 

(lotte valeur deviendrait nulle si l’on supposait m <^n. bile se réduit à 
l’unité lorsque m = n. Enfin, lorsque m surpasse n, le numérateur do 
la fraction précédente est divisible par le dénominateur, ainsi qu’on l’a 
prouvé dans le dernier paragraphe de la première Partie de ce Mémoire, 
et x„ devient une fonction symétrique permanente des quantités 

a, b, c, ..., e, /. 

On peut faire des remarques analogues relativement aux valeurs des 
autres inconnues. 

Revenons maintenant à l’équation (21). Si l’on y fait successivement 

jj. — J, 2 , O, ..., /2, 

on aura, pour déterminer les valeurs des inconnues 
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les équations suivantes que nous allons comparer aux équations (20), 


f 7 ? î j ^ ^ j f- DI*} fJ ^ y — j— . 

| Dl l -f- fil 9 b.) e> -f- . 

} j ..‘..T.... 

♦ 

• • Ma bfi, 1 — 

• • m n b n> 2 D„ j? 2 , 

\ Dly b 1 1 fi “H" &2, Il “f” • 

• * + m nb rt ^ l ~jy n œ n . 

Les équations (20) renferment : 

x° deux suites de quantités, savoir : 

JC [ j JC 2 > 

‘ > JC/19 

m u ni . x , 

1 n n ; 

tous les teriïK's du système (a, 

, n ) qui servent de coefficients aux 


termes de la première suite. Les termes de la seconde suite étant les 
seuls qui se présentent isolément dans les équations dont il s’agit, je 
dirai que les quantités 

»i ( , nu, ..., m„ 

s’v trouvent dégagées et que, au contraire, les quantités 


l y • • • > JC ti 

s’y trouvent engagées. Je désignerai, de plus, la suite des équations (20) 
sous le nom do suite <Véquations symétriques. 

Les équations (22) sont de la même forme que les équations (20), à 
cette différence près que. la suite engagée dans les équations (20) se 
trouvi' dégagée dans les équations (22) et que les termes de cette mémo 
suite y sont tous multipliés par I)„. Pour déduire les équations (22 J 
des équations (20) il suffit: i° d’échanger entre elles les deux lettres rn 
et. t, c’est-à-dire do dégager la suite engagée et d’engager celle qui était 
dégagée; 2 0 de multiplier les termes de la suite dégagée par le déter¬ 
minant I)„ du système dont les différents termes servaient de coeffi¬ 
cients à la suite engagée; 3 ° de remplacer les termes du système 
symétrique («,,„) par les termes correspondants du système adjoint 
et conjugué (/>„.,). Je dirai, pour cette raison, que les équations (22) 
sont adjointes aux équations (20). 
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Los équations (20) se trouvant toutes comprises dans la formule 
générale 

»l «|i,t .2?1 4- «(X.2 • • •+ a y.,n x„ rr S" («|X,1 x \ U 

dans laquelle le signe S est supposé relatif à l’indice 1, je désignerai 
l’ensemble de ces mêmes équations par le symbole 

(:>.;n -[S" («IM x t ) ■= 

le signe S indiquant ici non pas une somme de quantités mais une 
suite d’équations semblables à celle que renferment les deux crochets. 
Je désignerai de même l’ensemble des équations (22) par le symbole 

(■4) 2[S" /«O — 1),,.^]. 

•Os deux symboles se déduisent l’un de l’autre par les mêmes règles 
qui servent à déduire l’une de l’autre les deux suites d’équations qu’ils 
représentent. 

Désignons par (c t(B ) le système de quantités adjoint à Je dirai 

que (c,,„) est adjoint du second ordre au système Le même 

système (c Kn ) sera adjoint et conjugué au système (Z>, M ). Soit encore 
B„ le déterminant du système (b Kn ). Si dans les équations (12) et (ib) 
on change a en b, on devra changer aussi b en c et D„ en B„ et, par 
suite, on aura 

( R« ~ S" ( 

( ) 

( 0 — S' l (ê,, v c li(t ); 

l R« — S'* ( èj! j 1 ), 

(2b) 

I o — S n ( b v i Cjj,^ ). 

Si maintenant on dégage des équations (22) les termes de la suite m t , 
m o, ..., m tl , en suivant les mêmes règles qui ont servi à dégager des 
équations (20) les termes de la suite x { ,x.,, ..., x„, on obtiendra les 
équations suivantes : 

/ c li iD B a? 1 4 - Ci i2 D n x, 4-...-I- c i<n D« x n ~ \$ ll iu l , 

, __ j ^2,1 4 - D/a'Z’s 4- . . . 4- \) n X tl “ ///.>» 

t 2 7) 1 

( c n,t D/i^l 4- D/1'^2 4- • . . 4 - c, l n D„ cc,, — ni,, 
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qui pourront être représentées par le symbole- 

( aS ) 2 [S"(l),/r F . iI a; 1 ) = 

Les équations (27) peuvent encore être mises sous la forme sui¬ 
vante : 

„ ï>« 1>„ J)„ 

C m x \ ■+■ C I ,2 |y- X., ■+■ ■ ■ ■ -+- c u , t j— ./•„ ~ m u 

„ IL, 1>„ ])„ 

^2,1 TT~ æ i C *2,2 |T- «^2 H~ ■ • • H” p— x n 

iy n 11 1 >n 

. I>* IK l>„ 

c n,\ ï|~ x l H- c,^ 2 x 2 -h . . . c n , n y™ æ n zzz ni n ; 



(-1 comme celles-ci doivent avoir lieu en même temps (jue les équa¬ 
tions (20), sans que l’on suppose d’ailleurs entre les termes de la 
suite x,, x 2 , .x n et ceux du système («,,«) aucune relation particu- 
eulière, il laudra nécessairement que l’on ail, quels que soient p. et v. 


ou 


^ ij 




/ O \ * * 11 

(°°) Cjj, iV :— TT- rt[j., v . 

n 

Lette équation établit un rapport constant entre les termes du sys¬ 
tème («,,„) et les termes du système adjoint du second ordre (c MI ). 

Les équations (27) étant adjointes aux équations (22) et celles-ci 
aux équations (20), je dirai que les équations (27) sont adjointes du 
second ordre aux équations (20) dont elles ne diffèrent que par un 
facteur commun à tous leurs termes. 


üJiuvres de C. 


S. U, t I 


18 
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DEUXIÈME SECTION. 

Des systèmes d’équations symétriques et de leurs déterminants. 

§ Y. Considérons maintenant un système d’équations de la forme 


«1,1«1,1. 

“4“ Cl l, 2 1, 2 • 

. Cl i, n Cl i ^ n — 1)1 1 ^ i, 

«2.1 «1,1 

•H -- ^2,2 ^1,2 ~1T" * 

. — ^*1,2’ 

«„,1«1,1 

Cl n , 2 & 1,2 * 

• •+• ci n i n ct x i n — m^ n ; 

«1,1 «2,1 

-f- «3Cj ^ 2 ^-2,2 H” • 

• H” a i,/i r/ 2,/i — /7i 2,I> 

' «2,1 «2,1 

~4" Cl^ 2 ^2 2 ”4 * 

• “H ^2,/^2,/i = »h.ü> 

j 1 

-h- ^«,2 ^2,2 • 

. .H— & n ? 

1 

-j- ^ 1,2 ^/i,2 * 

• *i, — «Di,i, 

^2,i &n,i 

-J- CC-2^^/1,2 ~t~ * 

’ • "4~ Cl.) a& n ^ n — ^«,2* 


-j- OC fl .) Cl,1,2 • 

, . H— , ii et n — C71 nn . 


Ce système d’équations renferme trois systèmes de quantités symé¬ 
triques, savoir : (a,,,,) et (m lt „). 

De plus, il est facile de voir que, parmi les équations ( 3 i), celles 
qui se trouvent dans un même groupe forment une suite d’équations 
symétriques, dans lesquelles les quantités engagées de la forme 
a,i,», - ct^ n ont pour coefficients les termes du système (a,„). De 

même, si l’on imagine que les équations de chaque groupe soient dis¬ 
tribuées sur une même ligne horizontale, celles des équations ( 3 i) qui 
se trouveront comprises dans une même colonne verticale formeront 
unesuited’équations symétriques danslesquelles les quantités engagées 
V” Vî» •••’ a r-.« auront pour coefficients les termes du système 
.l’appellerai suite horizontale ou suite verticale une suite d’équations 
comprises dans une même ligne, soit horizontale, soit verticale, du 
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Tableau ainsi formé et j’appellerai l’ensemble des écpiations ( 3 i) un 
système d'équations symétriques. Chaque équation de ce système pou¬ 
vant être mise sous la forme 

(32) — 

où le signe S est relatif aux indices i qui occupent la seconde place 
dans a Vi , et je désignerai le système entier des équations dont il 
s’agit par le symbole 

(33) 

J’appellerai systèmes engagés les deux systèmes de quantités («,,«)• 
(œ, „) dont les termes se trouvent engagés dans les équations dont il 
s’agit et système, dégagé le système de quantités (m u „) dont les termes 
sont isolés dans les seconds membres. Je désignerai aussi les deux 
svstèmcs engagés sous le nom de systèmes composants et le système 
dégagé sous le nom de système résultant . Enfin, je dirai que, dans les 
équations ( 3 i), représentées par le symbole ( 33 ), le système résul¬ 
tant (/«,.„) se trouve déterminé symétriquement au moyen des deux 
systèmes composants et 

Désignons respectivement par 

D//J ®/2> 


les déterminants des trois systèmes 

{u i, ^ i, u ) ï ( ni i ^ „ ) ; 

on aura 

^ l)„r=S(± a U i « iA .. 

( 3 q ) ' ô„ = S (± a M a,,,. . . a„,„ ), 

Dans chacune des trois équations précédentes, le signe S peut être 
considéré comme relatif, soit aux indices qui occupent la première 
place, soit à ceux qui occupent la seconde. Ainsi, 

S(±: /«,,! /«a,a- • 
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est une fonction symétrique alternée à l’égard des deux espèces d’in¬ 
dices qui affectent les termes du système (m un ). D’ailleurs, les équa¬ 
tions ( 33 ) étant toutes comprises dans la formule générale 

( 2v,l .,v» 

les <leux indices, qui dans chacune de ces équations affecton t la lettre 
sont respectivement égaux aux premiers indices qui, dans ces mêmes 
équations, affectent les deux lettres ^ et a, c’est-à-dire les termes des 
deux systèmes (a Un ) et (cc ly/t ). Il suit de cette remarque que, si, dans 
le second membre de l’équation 

M n = S(±: m ul m,». . 

on substitue aux termes du système (m un ) leurs valeurs en a e( on a 
(iréos dos équations ( 3 i), on obtiendra pour résultat une fonction des 
(ormes des systèmes et qui sera symétrique alternée par 

rapport aux indices qui occupent la première place dans a et par rap¬ 
port à ceux qui occupent la première place dans a. D’ailleurs, chacune 
des quantités rn étant du premier degré par rapport aux quantités a ol 
par rapport aux quantités a, chaque tonne du développement do 

S(±: m u i m 22 . • •/««,«) 

sera évidemment de la forme 

Comme ce développement doit être une fonction symétrique alternée 
par rapport aux indices qui occupent la première place dans a ef [(aï- 
rapport à ceux qui occupent la première place dans a, il ne pourra 
renfermer le terme qu’on vient de considérer sans renfermer en même 
temps le produit 

- S (dr ou,v... cc l] 7Z ) S (± et 

il sera donc équivalent à un ou à plusieurs produits de cette espèce. 
Si dans le produit précédent on suppose les indices p, v, ..t: tous 
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différents les lins des autres, on aura 

S( — «i,(i a.,,,. - •«„,«) ~ -b S C ±: x^i 2 ,,,. • ■«„,„) = :bô„. 

De même, si l’on y suppose les indices p', v', tous différents 

i(>s uns des autres, on aura 


S(± —±S {±n ux n.^,.. .a„ s „)--.±: !)„. 

D’ailleurs, on ne peut supposer deux des indices p, v, - égaux 
(mire eux sans avoir 

S(:b a», v . • .«„,*) =- °> 

ni deux d('s indices u\ v', ..., -rr' égaux entre eux sans avoir 


S(± n uv ; a.,y. . .a„. n - ) -- o. 


L(> dévt'loppi'ment de M„ se réduira donc il un ou à plusieurs produits 
de la forme 

-b l)„o„; 


on a donc. 




r étant mu' quantité constante.. Pour déterminer la constante, il suffit 
d'observer que l’équation précédente étant identique devra encore avoir 
lieu si l’on suppose généralement 


[J. — I -> ^U-, [J,— 1 * f ^j.,v - r: ( -0 . O 1 

mais alors on a par 1rs équations ( 3 1) 


e(, par suite, 


™ ÎM j/ - ï> O, 

M// — i, I)/j 1 , o n i ; 


on doit doue avoir aussi 


o(, par suitu, on aura, on général, 

( r>) M^-ï^oV 

(d‘Kr équation renferme un théorème Irés remarquable qu’on pont 
énoneor de la manière suivante : 
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Lorsqu’un système de quantités est déterminé symétriquement au moyen 
de deux autres systèmes, le déterminant du système résultant est toujours 
égal au produit des déterminants des deux systèmes composants. 

Si clans les équations ( 3 1) on remplace les systèmes de quantités 
et (a,,„) par les systèmes (a, hl ) et (£„_,) et que l’on suppose généra¬ 
lement 

— U/m ^ o, 

on obtiendra les équations (10). Dans le même cas, on aura 

M„ = m ul m*s_.. D", d„ — S(± é 2 , 2 . .. — B„, 

et, par suite, l’équation ( 35 ) deviendra 

D" ~ U„D„ ; 

d’où l’on conclut 

(36) B„=i>;r. 

On voit par cette dernière équation que le déterminant du système {b , 
adjoint au système («,,„) est- égal à la {/> i ) hme puissance du détermi¬ 
nant de ce dernier système. 

En vertu de l’équation ( 36 ), l’équation ( 3 o) devient 
(3 y) ~ 

Ainsi, étant donné un terme quelconque «, VJ du système («,_„), pour 
obtenir le terme correspondant du système adjoint du second ordre (c, „), 
il suffira de multiplier le terme donné par la (n — 2 ) i< ‘ ,n, ‘ puissance du 
déterminant du premier système. 

On a vu que le déterminant d’un système quelconque est toujours 
égal à celui du système conjugué. Il suit de, là que l’équation ( 35 ) 
subsistera encore si clans les équations ( 3 i) on remplace l’un dos 
systèmes composants (a,,„), (a, iB ), ou tous les deux ensemble, par les 
systèmes qui leur sont conjugués, savoir (a BJ ), (a, M ). L’équation ( 35 ) 
convient donc également aux quatre systèmes d’équations symétriques 
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désignés par les quatre symboles suivants : 

-- [b** ( vCv.l ™ 

2 [S»(«v,,ai,^) ~ "Q.,v], 

le signe S étant relatif clans tous les cas aux indices de a et de a qui 
sont égaux à l’unité. 

Dans les quatre systèmes d’équations que, représentent les quatre 
symboles précédents, le premier indice de la lettre m est toujours égal 
à l’indice de a qui reste constant dans chaque équation et le second 
indice de m est toujours égal à l’indice de a qui reste constant dans 
cette même équation. Le contraire aurait lieu si dans les équations ( 38 ) 
on remplaçait le système par son conjugué (m,, ,); ces équations 

deviendraient alors 

-[S"(ai, v rt|i,i) - w v.r-]> 

2[S“(a v ,irt liIJL ) =: /«v.IJ.], 

Pour suivre les dénominations jusqu’à présent adoptées, je dirai 
que, dans chacun des systèmes d’équations représentés par les sym¬ 
boles ( 38 ) et ( 3 j)), le système (m, ,,) résulte de. la composition des 
deux systèmes («,_„) et, (a, „). J’appellerai premier système composant 
celui dont l’indice*, constant dans chaque équation détermine le premier 
indice de m et second système composant celui dont l'indice constant 
détermine le second indice de m. Ainsi, le système (a i<n ) est premier 
composant dans chacune des équations ( 38 ) et le système (v. u „) est 
premier composant dans chacune des équations ( 3 q). lin fin je dirai 
que. la composition est directe, par rapport à l’un dos systèmes compo¬ 
sants si les indices, qui sont constamment égaux dans le système 
composant et dans le système résultant (m lt „), occupent tous deux la 
première place ou tous deux la seconde, et je dirai que la composition 
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est indirecte si de ces deux indices l’un occupe la première, place et 
l’autre la seconde. 

Cela posé, si l’on examine successivement les quatre systèmes 
d’équations symétriques représentés par les symboles ( 38 ), on recon¬ 
naîtra sans peine : 

i° Que, dans le premier système d’équations, la composition est 
directe par rapport au système («,_„) et indirecte, par rapport au sys¬ 
tème 

2° Que, dans le deuxième système d’équations, la composition est 
directe par rapport aux deux systèmes (a,„); 

3 ° Que, dans le troisième système d’équations, la composition est 
indirecte par rapport aux deux systèmes (a,,,); 

Que, dans le quatrième système d’équations, la composition est 
indirecte par rapport au système («,.„) et directe par rapport au sys- 
lème (a,,,/). 

En examinant les systèmes d’équations représentés par les sym¬ 
boles ( 3 ç)), on trouverait des résultats contraires aux précédents. Ainsi, 
par exemple, dans le deuxième des symboles ( 3 q), la composition est 
indirecte par rapport aux deux systèmes de quantités («,,„) et (a,, ( ), 
tandis qu’elle était directe dans le deuxième des symboles ( 38 ). 

L’équation ( 33 ) n’a pas seulement lieu relativement aux systèmes 
d’équations représentés parles symboles ( 38 ) el( 3 ()); mais la valeur 
de. M,, déterminée par cette équation restera encore la même au signe 
près si, dans un des systèmes de quantités («,.„), (a l>n ) ou dans tous 
les deux à la fois, on substitue l’une à l’autre deux suites horizontales 
ou deux suites verticales et môme si l’on répète cette opération plusieurs 
fois de suite. En effet, une ou plusieurs substitutions de celte espèce 
ne changent point la valeur mais tout au plus le signe, des détermi¬ 
nants D„ et o„. 

§ VI. Si dans l’équation ( 3 a) on suppose l’indice v invariable et que 
l’on donne successivement à p. toutes les valeurs entières depuis i 
jusqu’à n, on obtiendra une des suites verticales d’équations comprises 
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sous le numéro (3i), laquelle pourra être représentée par le symbole 

[ S' J ( «V,1 

pourvu que l’on y considère l’indice v comme invariable. 

Cela posé, en suivant la méthode qui a servi à passer des -équa¬ 
tions (23) aux équations ( 24 ), on obtiendra une nouvelle suite d’équa¬ 
tions adjointes à celles que l’on vient de considérer et qui seront 
représentées par le symbole 

( é|~ D„gc V i ^,], 

pourvu que l’on y suppose toujours l’indice v invariable. 

Si dans ce dernier symbole on donne successivement à v toutes les 
valeurs entières depuis 1 jusqu’à n, on obtiendra plusieurs suites 
d’équations dont l’ensemble formera un nouveau système d’équations 
symétriques que l’on pourra représenter par le même symbole 

( 4 o) — R„ #v,|j.]> 

dans lequel on supposera désormais les deux indices p. et v variables 
lorsqu’on passe d’une équation à une- autre. 

Le symbole (4o) représente, ainsi que. le symbole (33), un nombre 
d’équations égal à n~. Les deux systèmes d’équations symétriques 
représentés par ces deux symboles étant respectivement composés de 
plusieurs suites d’équations tellement liées entre, elles que les suites du 
système ( 4 °) sont respectivement adjointes à celles du système (33); 
je dirai que le système des équations (4°) est adjoint au système des 
équations (33). En comparant ces deux systèmes d’équations l’un à 
l’autre, on trouve que le système de quantités (a,„), qui était engagé 
dans les équations (33), se trouve dégagé dans les équations (4o), tandis 
que le système de quantités rn, ,,, qui était dégagé dans les premières, 
se trouve engagé dans les secondes. Ainsi, le passage des équations (33) 
aux- équations (4o) sert à dégager le système composant (<*,_„). La 
.comparaison dos symboles (33) et (4o) suffit pour établir à ce sujet la 
règle suivante : 
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Lorsqu’un système de. quantités {m, n ) résulte de la composition de 
deux autres systèmes («,,„) et (a, „), pour dégager l’un clos systèmes 
composants (a liB ) il faut : 

i” Echanger entre eux le système composant que l’on veut dégager 
(a, „) et le système résultant en ayant soin de laisser respecti¬ 

vement à leurs places les indices qui étaient communs aux lettres a 
et rn; 

2 ° Multiplier tous les termes du système composant que l’on dégage 
par le déterminant du système composant qu’on laisse engagé; 

3° Remplacer ce dernier système («,_„) par le système adjoint et 
conjugué (/;„,<)• 

Si dans l’équation 

S"(av,i«a,i) — (i,v 

on suppose l’indice p. invariable et que l’on donne successivement à v 
toutes les valeurs entières depuis x jusqu’à n, on obtiendra une des 
suites horizontales d’équations comprises sous le numéro (3i), laquelle 
pourra être, représentée par le symbole 

pourvu que l’on y considère l’indice u. comme invariable. 

Soit maintenant (p„,,) le système adjoint et conjugué à o„ étant 

le déterminant de ce dernier système; la suite des équations adjointes 
à celles que l’on vient de considérer sera représentée par le symbole 

— [b" ( Pi,v ) — O/l J J 

p étant supposé invariable relativement à une même suit*' d’équations. 
Si maintenant on donne successivement à p-, dans ce même symbole, 
toutes les valeurs entières depuis t jusqu’à n, on aura un nouveau 
système d’équations que l’on pourra représenter par le même symbole 

(40 -[S"('«n,iî 3 i,v) -= 

en y supposant désormais variables les deux indices p. et v. Ce dernier 
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système d’équations est, ainsi que le système (4o), adjoint au système 
d’équations (33). Les deux systèmes d’équations (4o) et (4i) seront 
appelés tous deu x adjoints du premier ordre au système d’équations (33). 
On a vu qu’il suffisait, pour obtenir le premier, de dégager du système 
d’équations (33) le système composant (a M ). 11 suffit de même, pour 
obtenir le second, de dégager l’autre système composant («,,„); d’ail¬ 
leurs, pour dégagè'r ce dernier système composant des équations 

t ( SCv.l Mil, 1 ) — 

il faut, en suivant la règle établie ci-dessus : 

i" Remplacer //? (XV par a [A , v et par ; 

2 ° Multiplier cy., par o„; 

3° Remplacer a v , par jb, iV . 

On obtient donc, immédiatement par cette règle le système d’équations 

On a vu dans la section précédente que, si après avoir dégagé 
d’une suite d’équations symétriques la suite des quantités engagées 
au moyen des équations adjointes du premier ordre on dégageait de 
nouveau la suite (pie la première opération avait engagée, les équa¬ 
tions adjointes du second ordre obtenues par cette seconde opération 
no différaient dos équations primitives que par un facteur commun à 
tous leurs termes. De même si, après avoir dégagé du système d’équa¬ 
tions (33) les systèmes de quantités (a, „) et («,.„) au moyen dos équa¬ 
tions (4o) et (4i), on voulait de nouveau dégager des équations (4o) 
ou des équations (40 1 (> système de quantités les équations 

adjointes du second ordre obtenues par ce moyen ne différeraient des 
équations (33) que par un facteur commun à tous leurs termes. Mais, 
si l’on dégage des équations (4°) le système de quantités (b it „) et des 
équations (4 0 le système de quantités (£,,„), on obtiendra deux nou¬ 
veaux systèmes d’équations symétriques qui seront adjoints du second 
ordre au système des équations (33) et qui seront différents des tiois 
systèmes d’équations (33), (4°) et (40- 
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Soit (r, ; „) le système do quantités adjoint au système iM„ étant 

toujours le déterminant du syslème (/«,,„), on aura, en vertu de l’équa¬ 
tion (35), 

M„ ~ D„o„. 

Cida posé, pour dégager des équations 

(é,o) ti,v) 

le syslème de quantités il faudra, d’après la règle établie ci- 

dessus : 

C’ Remplacer I)„cc Vi[Jl |>ar /a m ,. et b uv , par I)„a li!A ; 

2 ° Multiplier b, itV . par M„; 

3° Remplacer m liV par r Vil . 

On obtiendra de cette manière b 1 système d’équations représenté par 
le symbole 

Si dans ce système, on divise les deux membres de chaque équation 
par l)„, mi observant que -jr" — o„, le symbole précédent deviendra 

i) n 

( i'0 N [ S" ( 54 i,|j. /- v,i ) f) n f>;, [J. ]* 

Le système d’équations représenté par ce dernier symbole est un des 
deux systèmes adjoints du second ordre, aux équations (33). Pour 
obtenir l’autre système adjoint, il suffira de dégager le système do 
quantités ((ü, iV ) des équations 

( \ 1 ) -i [. 8" ( w) ( [31 >v ) “ o„ I • 

Pour y parvenir il faut, on vertu de la règle citée : 
i° Remplacer o„a [KI par (3 (v , et fl, iV par 
2 ” Multiplier (3, v , par M„; 

3° Remplacer m v ^ par r l<v . 

Le symbole ([ni représente le système d’étjuations cherché sera donc 

-[ S "(''l,!J.O„«l,v) ■= AIhPii.v]. 
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Si l’on divise les deux membres de chacune des équations comprises 

dans ce système par o„, en observant que ~ = D„, le symbole pré¬ 
cédent deviendra 

(43) 5[S»(i’ 1 ^«,,v)=D„p fr v]. 

Ainsi, le système des équations (33) a pour systèmes adjoints du 
second ordre ceux qui sont représentés par les symboles ( 42 ) et ( 43 ). 

Si maintenant on voulait dégager des équations ( 42 ) le système de 
quantités (a, ;B ) ou des équations (43) le système de quantités (a Utt ), 
on retrouverait les équations ( 4 o) et ( 41 ) multipliées par un facteur 
commun à tous leurs termes; mais, si l’on dégage des équations (ja) 
ou des équations (/j3) le système de quantités (r un ), on obtiendra un 
nouveau système d’équations symétriques que j’appellerai adjoint du 
troisième ordre au système des équations (33). Pour obtenir ce nouveau 
système il faut, dans les équations 

(4a) 5[S"(a li[l /v ll ) = 3»6», fl ] : 

i° Remplacer o„/; Vi!A par r v ^ et i\ K par oJ\ t ; 

3 ° Multiplier r Vi(l par o„; 

3° Remplacer a, i(i par (3 M . 

On obtient de cette manière le symbole 

En divisant chacune des équations qui s’y trouvent comprises par o„, 
on aura le symbole suivant : 

(44) ■ =''v.ix] . 

qui représente le système des équations adjointes du troisième ordre 
aux équations (33). 11 est à remarquer que, pour déduire les équa¬ 
tions (4o) des équations (33), il suffit do remplacer dans ces dernières 
les trois systèmes de quantités 
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par les systèmes adjoints du premier ordre 

{fii.n)y (èi ,«), 

Ainsi, les relations établies par les équations (33) entre les trois pre¬ 
miers systèmes de quantités subsistent encore entre les trois autres. 

§ VII. Avant de passer à de nouvelles recherches, il ne sera pas 
inutile de réunir en un seul tableau les principaux résultats que fournit 
l’analyse précédente relativement à trois systèmes de quantités liés 
entre eux par un système d’équations symétriques. ' 

Soient respectivement 

( ^1 .II ) J (^1 , m)î i^l.ll) 

les trois systèmes de quantités dont il s’agit. Désignons par 

(J’i.i/) 

les systèmes adjoints du premier ordre aux trois systèmes donnés et 
par 

{y 1, n ) > ( C i, « ) > ( b, h ) 

les trois systèmes adjoints du deuxième ordre. 

Enfin représentons, comme ci-dessus, par 

( 33 .) -[S" (sc Vi , ) = m^v] 

le système d’équations symétriques par lequel les trois systèmes donnés 
se trouvent liés entre eux et désignons respectivement les déterminants 
des systèmes 

( x l.ll)i (?!,«)> ( a l,ll)> ( èi ,/()> ), { />l -l.n), {'’l.iih {fl.n) 

par 

^ny Çii i &ny R/m R/m C in M a , H n , |’„ ; 

on aura entre les termes et les déterminants des systèmes dont il s’agit 
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ujiialions suivantes : 


(43) / 


(4«) 


0 — ô' !1 "" *> 
J n — , 


M« D„o„, 

it„ = i>;r', 

H,i — B« Ç„, 

f » — c„ s,; ; 


T„ =«*■"-*■ 


(4«) 


(47 ) 


\ 7e- v 

\ 

•N // . •■) 

C ÎV' 

r~ 

]) 77 ~-V/ 
n 77 fx,v> 

Q.,v 

= Mr 2 '«a.v 

( 7[X,V 

<S _ y 

O n — < sn 5Cjj < iV , 

n, 

i ~ 


Q,v 

M;; 3TZ R„ JJ V î 

/ Ô/,” 

- (3[i,i )i 


S 77 

( a y.,i hy.,i )j 


— S'Q^,, Cjj,.,) 


’ ^ a 1 , [J. P 1 , IA ) 7 

«»= 

S" 

(«i.pièi.jih 


S 77 ( U. 

o 

: S 7 ' ([3 Vil ), 

0 -- 

S 77 

( ^U .,1 *v,l), 

O 

— S 77 ( } /‘v. ! ) 

° = 

^ ( ^i,p. 

o ~ 

S” 

( a i,y- .v )» 

o 

= s« 

Y ~ 
x>,n ~ 

: S" ( 7[A, 1 ), 

C„ rr 

S 77 

( ^p.,i )? 

T„ 

™ S 77 ( /’y.,l 1 )•> 

r„ ~ 

■■ ( Pi ,|j.7i,{j.)’ 

c„ = 

S 77 

1 ,fi)» 

T„ 

( r \ , a ^i. y. ) ’ 

o - 

7v,i )» 

0 = 

S 77 

( ^p.,1 6 \l )> 

O 

—~ ^ 1 ^v,i )■> 

o r, 

: (?i,(j.7i,v )y 

o = 

S 77 

( ^ 1, (J, C 1 ,V ) y 

0 

^ ^H^l.^Lv)' 

[ 

Y 

[S 77 ( ^v,l ^{X,l 

) 



] 2[S 

>; * ( ^i,p.^i,v ) :r:i 




1 |3t,v ! = 



) — 

^v, (i.]> 


2[S 77 (r liP . 

«l.v) - 

= I)«?ît.v], 

\ 

V 

[S"(Pr.,. 7 

V,1 

) — r fv ; ]* 




Lorsque (laits ces doux équations on suppose successivement 

n ■=. 2 et n —r 3, 


on obtient diverses formules qui ont ôté données par M. Gauss et appli¬ 
quées par ce géomètre à la théorie des formes binaires et ternaires du 
deuxième degré. 

Les systèmes d’équations (48) sont les mêmes que les systèmes (33). 
0°). H 1 )’ ( / i 2 )’ (43) et (44)- Les cinq derniers sont adjoints du pre¬ 
mier, du deuxième, et du troisième ordre, au système (33). Pour les 
obtenir tous les cinq il suffit de dégager successivement des équa¬ 
tions (33) : 
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i° Les deux systèmes de quantités (a,„) et («,,„); 

2 ° Les deux systèmes adjoints aux précédents, savoir et (b t : 

3° Le système de quantités (r un ) adjoint au système 

Si l’on voulait des équations (44) dégager l’un des systèmes 
(Z>, n ), en ayant égard aux relations établies par les équations (4b), on 
retrouverait les équations (l\i) et (43). Ainsi, d’un système d’équa¬ 
tions symétriques de l’ordre n, on peut toujours déduire cinq autres 
systèmes semblables, savoir: deux systèmes adjoints du premier ordre, 
deux systèmes adjoints du deuxième ordre, un seul système adjoint du 
troisième ordre; mais on n’en saurait déduire un plus grand nombre. 

§ VIII. Je reviens maintenant aux équations (3i) qui se trouvent 
représentées par le symbole (33). Lorsqu’on les ajoute entre, elles, on 
a l’équation suivante : 

/ ( a l,l 4“ a i,l + • • • -+- ««,l) ( a l,l -+- -H ... 4- i,l ) 

1 4- («i i2 -(- 4-• • ■ 4- ) ( fl 1,2 4“ fl-ï,* 4- ■ - • H- n,,,*) 

(49) ' +. 

1 4- ( &i,n 4- «s,n 4“ • • -4- ) i a l,n. 4“ a %,n 4- • • • 4- n„,„ ) 

- ni l, 1 4“ 171-2 ,1 4" • • • 4“ 4- 2 4- • • .4- 171 4“ • • -4- 771 nn . 

On peut mettre cette équation sous la forme suivante : 

S" ( ) S" ( ) 4- S" («(!,.) 4- . . .4- S” ( ) S» («,*,„) 

4- S" H- S" 

le signe S étant relatif aux indices p. qui occupent la première place 
dans les termes des systèmes 

i&l,n)> (fll,n), {lH-i.n)- 

On peut, encore, mettre la même équation sous la forme 
(5°) S»[S»(«(i,v) S«(« M )] = S" 

le premier signe S dans chaque membre étant relatif à l’indice v et les 
autres à l’indice p.. 

Si au lieu d’ajouter entre elles les équations (33) on ajoute les équa- 
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tiens (44)* 011 obtiendra une. équation semblable à l’équation (5o), et 
qui pourra être mise sous la forme 

(51) S»[S"((3 m ) S" ()] = S" S" (/•,*,./), 

pourvu que les opérations indiquées par le signe S dans 

soient relatives aux indices p. qui occupent la première place et que 
les deux autres signes S employés dans l’équation (5i) soient relatifs 
aux indices v qui occupent la seconde, place. 

On obtiendrait de la même manière, par l’addition des équations (4<>), 
( 41 ), (4 2 )* (43), les valeurs de 

S”S"(« v ,ji), S" S" Of,.,v), S" S"(è Vil ,.), S" 

TROISIÈME SECTION. 

Des systèmes de quantités dérivées et de leurs déterminants. 

§ IX. Soit un système quelconque do Tordre /?. Les indices 

qui affectent les différents termes de ce système étant respectivement 
égaux aux nombres i, 2 , 3, n ; supposons qu’on les assemble/; à p 
do toutes les manières possibles; le nombre des combinaisons que Ton 
pourra former par ce moyen sera égal à la fraction 

n(n — 1 ). . .(n — p -h 1 ) 

1.2.6 . p 

que je désignerai par P. 

Supposons maintenant que, après avoir écrit ces combinaisons à la 
suite les unes des autres en commençant par celles où le produit dos 
indices est le plus petit possible et finissant par celles où le produit 
des indices est le plus grand possible, on leur fasse correspondre les 
numéros ( 1 ), ( 2 ), (3), (P — 1 ), (P). Le numéro ( 1 ) correspondra 
à la combinaison 

1,2.3. p 

20 
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lot 

t le numéro (P) à la combinaison 

n — p + i. n — p -t- 2. n — i. n, 

dans laquelle le produit des indices est évidemment plus grand que 
dans tous les autres. 

Soient maintenant (p.) et (v) deux des numéros affectés aux com¬ 
binaisons dont il s’agit. Si dans le système donné (c?, n ) on supprime 
tous les termes à l’exception de ceux qui ont leur premier indice 
compris dans la combinaison (p) et leur second indice compris dans 
la combinaison (v), les termes restants formeront un système de quan¬ 
tités symétriques de l’ordre p. Ainsi, par exemple, si' p — v = i, les 
combinaisons (p) et (v) se réduiront à une seule combinaison formée 
des indices 

I, 2 , 3, ..., p 

et, dans ce cas, les termes conservés du système («,,„) formeront le 

^ 1 , /•>» 

^2, /J» 


Si l’on n’a pas p = i, v = i; alors, au lieu du système (52), on aura 
un autre système de l’orclre (p) dans lequel les indices des suites 
horizontales seront égaux à ceux que renferme la combinaison (p) et 
les indices des suites verticales égaux à ceux que renferme la combi¬ 
naison (v). Je désignerai le déterminant de ce dernier système par 
Sa valeur absolue dépend uniquement des indices compris dans les 
combinaisons (p) et (v); mais son signe reste arbitraire, à moins que 
l’on n’introduise de nouvelles conditions dans le calcul. 

Si dans a^l on donne successivement à p et à v toutes les valeurs 
possibles depuis t jusqu’à P, on aura en tout un nombre de détermi¬ 
nants égal à P 2 . Ces déterminants, rangés en carré de la manière 


système (a up ) de l’ordre p, savoir 

^ 1 , 1 ? ^ 1 , 2 > * • * J 

^ 21 » ^ 22 ? • • • j 

. . . , • • • ? • • • t 

&p,îy ttpph • • • > 

dont le déterminant sera D ;) . 
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suivante 


(53) 


«ifi, 

r Ap) 
a i ,2 > 

•, «îfè, 


a\$, . . 

-, 

... 5 

..., . . 

. , • • • j 

n 'P) 

“IM* 

n u* 

(l V ,2» • • 

P) 

-, a V,\ ) 


formeront un système symétrique de l’ordre P dont le premier terme ci\ p \ 
sera égal à D /; et dont les autres termes pourront être déduits du pre¬ 
mier à l’aide de substitutions opérées entre les indices qui affectent 
les termes du système Pour suivre la notation précédemment 

adoptée, je désignerai le système (53) par 

Mfl). 


Si l’on donne successivement à p toutes les valeurs 
i, 9 ., 3 ? . .., ' n — 3, n — a, n — i ? 

P prendra les valeurs suivantes : 

'n(n-i) n{n — i){n — 2 ) n(n — i)(/i— 2 ) n{n — O 

n , -? -r:-> * * • ? -3-? - - — y 1 

. ’ |.2 1.2.3 1.2.3 1.2 

et l’on obtiendra par suite un nombre égal à n — 1 de systèmes symé¬ 
triques différents les uns des autres dont le premier sera le système, 
donné («,.«)• Ces différents systèmes seront désignés respectivement 
par 

' ( n ■- 1) J, (c 1 1 n - I) l 31 (, * - - , 

je les appellerai systèmes dérivés de Parmi ces systèmes, ceux 

qui correspondent à des valeurs de p dont la somme est égale à n sont 
toujours de même ordre; je les appellerai systèmes dérivés complémen¬ 
taires. Ainsi, en général, 

(<Ï0 et Kir" 1 ) 

sont deux systèmes dérivés complémentaires l’un de l’autre dont l’ordre 
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est égal îx 

p — ,l ( n — ')•••(» — /> + ') 

1.2.3. p 

Les différents termes du système (53) représentant autant de déter¬ 
minants de l’ordre p, on peut supposer à volonté chacun de ces termes 
positif ou négatif. De plus, les numéros correspondant aux diverses 
combinaisons des indices i, i, 3, . .n ne sont pas entièrement déter¬ 
minés par cette seule condition que l’on donne de moindres numéros 
aux combinaisons dans lesquelles'les produits des indices sont plus 
petits. Quoi qu’il en soit, ori pourra, sans détruire les propositions 
que nous allons démontrer, régler à volonté ce qu’il y a d'arbitraire 
dans la détermination des signes et des numéros dont il s’agit, pourvu 
qu’après avoir fixé d’une certaine manière les signes et les numéros 
relatifs aux termes du système dérivé (a[(p), on fixe de la manière 
suivante les signes et les numéros relatifs aux termes du système 
dérivé complémentaire (a}“ÿ p) ) : 

i° Soit (p.) le numéro correspondant à l’une des combinaisons 
formées avec un nombre égal à p d’indices pris dans la suite 

i, 2 , 3, ..., n; 

on désignera par (P — p-f-i) le. numéro qui correspond à la combi¬ 
naison formée avec ceux des indices i, 2 , 3, .. ., n qui sont exclus de la 
combinaison p en nombre égal à (n — p). Par suite, si l’on compare 
entre eux les deux termes 


n [ P) n M-p) n 
a \i,TZ> *-1 p —JJL-f-l, P—TC-t-1 5 

dont l’un est pris dans le système et l’autre dans le système 

complémentaire («‘('p 7 ' 1 ) et que l’on examine les indices qui, dans ces 
deux déterminants, affectent les termes du système (a lfB ), on trouvera 
que les indices compris dans le déterminant sont exclus du déter¬ 
minant «p-if+i.p-u+i et réciproquement. Je désignerai les deux quantités 

P) 


n {n-v) 

W-f-l 
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sous le nom de termes complémentaires des deux systèmes 

(«SS), («SS - '”). 

Le premier terme du système (53) étant 

«14 — Dp = ± S ( ± « M « 2i2 ... a„, p ), 
l(‘ terme complémentaire pris dans le système (à^ p '‘) sera 
«KV 7 ” = ± S (± ). 

■-i" Le produit des deux termes précédents ou 

—t S (™ fl j «2,2 • • • «/!,/> ) ^ (— «/j+2,/j+2 • • •«//,«) 

esl, abstraction faite du signe, évidemment égal à la somme de plu¬ 
sieurs produits symétriques affectés des mêmes signes que dans le 
déterminant D„, c’est-à-dire à une portion de ce déterminant. En 
général, il est facile de voir que le .produit de deux termes complé¬ 
mentaires pris à volonté est toujours, au signe près, une portion de 
ce même déterminant. Cela posé, étant donné le signe de l’un de ces 
deux termes, on déterminera celui de l’autre par la condition que leur 
produit soit affecté du même signe que la portion correspondante du 
déterminant, I)„. 

Si l’on suppose p = i, on aura P = n et la quantité deviendra 
généralement égale à 

^U.,7Ï* 

Dans le même cas, la quantité complémentaire deviendra 

égale à 


§ X. On a fait voir dans le paragraphe, III que la fonction symétrique 


alternée 


S(± « 1,1 « S ,2 « 3,3 • • •«»,») — D„ 


était équivalente à celle-ci 


S[± S(± «1,1 «2,2- • -««-1,/t-l )«*,»]• 
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On fera voir do même qu’elle est encore équivalente à 

S[± S (Si • ' •®p,p') S(± • • • dp~L,n — 1 Clp f p )]» 

les opérations indiquées par le signe S pouvant être considérées comme 
relatives soit aux premiers, soit aux seconds indices. On a d’ailleurs 
par ce qui précède 

S(ifc « 1,1 « 2 , 2 • • -a p , p ) —±a{[ 

Enfin les signes des quantités de la forme à ’" { , rtp"p p! doivent être tels 
que les produits semblables à soient, dans le déterminant D„, 

affectés du signe -K Cela posé, il résulte de l’équation 

I)/t — S [± 8 (du &i^(t 2,2 .. . (ï J,'p ) S (— o p • • . ci n _ [ , p _ j et n ^p )J, 

que D„ est la somme de plusieurs produits du la forme 

«fi’aiÇpW 


Selon que pour obtenir ces différents produits on échangera entre eux 
les premiers ou les seconds indices du système on trouvera ou 

l’équation 

d„ = a \\f -+- <4f,’ ... -h 4(1 

ou celle-ci 


It rt — Cli’!: i’ 4’,V” "E 




a\’!v «KT"’- 


On aura de même, en général, les deux équations 

— ^(/O /yJ«-7^ » /y {p) n [n-p) , , r A!>') r An -p) 

Il — “1,71 “'P,P—TC-t-1 ÆP-1,P—7W-1 "+"•••■+" a i\rC ^1,P - -7Ü-M* 

Tk - r/ (I» n [n~P) t n iP) /y (li-P'' , , „<p\ sA/i — p) 

J ’n — w u,l “P—pU-l,P #p—p.-i-^p *i~ . . . -f- #jx,P ^p 

Ces deux équations sont comprises dans la suivante : 

(54) D„= S p («^4'L- ( a 1 ,P-u +1 ) 

qui a lieu également, soit que l’on considère le signe S comme relatif 
à l’indice p., soit qu’on le considère comme relatif à l’indice 
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Si dans l’équation (54) on suppose p— i, elle deviendra 

I),î ~ S” ( Æjx.tt ^[J.,7r)* 

Suivant que l’on suppose dans cette dernière le signe S relatif à l'in¬ 
dice ou à l’indice p., on obtient l’une ou l’autre des deux équations 

R VI 

R« ~ S”.( ca.it b\,%) — S" («i.jj, 

qui ont, déjà été trouvées dans le paragraphe III. 

1)„ étant u ne fonction symétrique alternée des indices du système 
doit su réduire à zéro lorsqu’on y remplace un de ces indices par un 
autre. Si l’on opère de semblables remplacements à l’égard des indices 
qui occupent la première place dans le système («,,„) et qui entrent 
dans la combinaison (p), cette même combinaison.se trouvera trans¬ 
formé»', en une autre que je désignerai par (v) et sera changé 
(>n (/./’„. D’ailleurs, en supposant le signe S relatif à tz, on a 

( ;V, ) D„ = S ,> (a[/’l r apiqf-M.p-ic-M ) ; 

on aura donc par suite 

( 55 ) O — S 1 '(Æp—(ül,l>-ir+i ) • 

On aurait de même, en supposant le signe S relatif a l’indice p et en 
désignant par (tt) une nouvelle combinaison différente de (-), 

(50) o— S f, (aji;Trtp- ! i4i,p-ic4-i)- 

Si dans les équations (55) et (56) on suppose p = i, on retrouvera 
les équations 

o = S" («v,i 

o = S“(a t ,T^i,ic) — S“(ai,v 

(jue nous avons déjà obtenues dans le paragiaphe III. 

Si dans les équations (54) et (56) on suppose le signe S relatif à 
l’indice p et que l’on donne successivement à it et à i toutes les 
valeurs entières depuis i jusqu’à P, on obtiendra le système d’équa- 
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tions suivant dont l’ordre est égal à P : 

D„ = «if, 1 «Kp-'' 1 + «i/Lifii 4-... -t- «iÇl «if,7 

O 4-... 4-'J?, 

. 9 

O = «ifMfr # ’ 1 -H---+«i/’i«ifr ,,) ; 

o = «if? «i/fp'" 1 -+- «if? 4'Clf’,'> 4-. .. -h a{i;l 
D„ = «if? < P -J.'Ï H-... 4- «$ «if.rii', 

. 9 

o = «if? «p,*f 4-... H- «iÇà «j" - " 1 ; 


o = «if',1 «i/fp -'' 1 -4 «if',1 «i.'ilfi! 4-... 4- «i/'i. «ifir" 1 , 
o = «iff. ai! fFf! 4-... 4- «ifi.ii 1 , 

. . . . . , 

d„ — «if,i «S;;,-" 1 +... 4- «i:r. . 

Ce système d’équations peut être représenté par le symbole 

pourvu que l’on suppose généralement 

It^,T ~~ O 

lorsque 7 t et -r sont inégaux et 

,Rtc,tc— Ut,t— D« 

dans le cas contraire. 

Cela posé, désignons généralement par 

Di /’ 1 

le déterminant du système (a$); 

Di ,' 1 -" 1 

sera le déterminant du système complémentaire (a\''i7 p) ). D'ailleurs 
dans les équations (5 7 ) le déterminant du système dégagé doit être 
égal au produit des déterminants des deux systèmes engagés et comme 
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lo système dégagé a pour déterminant 


]) P 

on aura 

< r >8) d;; = DièDi/'-'’. 


Lorsqu’on suppose p = i, les équations (5 7 ) se confondent avec les 
équations (ro) obtenues dans le paragraphe III, et l’équation (58) se 
change en la suivante : 

d;; = d„b„ 

qui était déjà connue. 

Si n est un nombre pair et que l’on suppose p = on aura 


P étant égal à 


Dj/' = Di,"-^= D^', 



L’équation (58) deviendra donc alors 


ou 

( 59 ) 


1)5 = 



2 



Elle fera ainsi connaître 


la valeur du 


déterminant D 



QUATRIÈME SECTION. 

Des systèmes cl’équations dérivées et de leurs déterminants. 

§ XI. Les trois systèmes de quantités (a,_ n ), («,,«), (*i,n) étan 
supposés liés entre eux par les équations 

(33) 2[S' l (a. M a (l „ 1 ) = OT !A ,v], 

OEuvres de C .— S. O, t. I. 
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les systèmes de même ordre dérivés des trois premiers, par exemple 

(«$), («$)» «'.>), 

seront liés entre eux par des équations semblables, ainsi qu’on va le 
faire voir. 

Soient t, p, .... 'z plusieurs indices pris à volonté parmi ceux qui 
occupent la première place dans le système («,,„)• Soit P 1 e nombre 
de ces mêmes indices, et désignons par 

(P-) 

la combinaison qui les renferme tous. Soient de même tz' , p', des 
indices en nombre égal à p pris parmi ceux qui occupent la première 
place dans le système et désignons par 

(V) 

la combinaison qui renferme ces derniers. On aura en général 
( 60 ) »ijft = ± S(± 

Si l’on développe le second membre de l’équation précédente, après 
y avoir substitué pour 

^p,p'f •/*> m T,T' 

leurs valeurs données par les équations 



/ ^7C,TT’ - a TC',l ^7T,1 

&7t\2 ^7T,2 H“ • - 

• • ~H ^7ü', /? ^7T, // > 

(6.) 

J 7 ^p,p' ' a p',l ^p,l 

-4~ ttp',2 ^p,2 • • 

, . H- ofp',/i ^p ,/m 



—H OC'i 1 o 2 ~i” • < 

«r,», 


on trouvera que le développement ainsi formé renferme avec le produit 

^7C',1 OCp',2 • • • \p ^7T,1 ^p,2 ’ * * ,/J * 

i° tous les produits que l’on peut déduire de celui-ci par des trans¬ 
positions opérées entre les indices 
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qui occupent la première place clans a et par des transpositions opérées 
entre les indices 

*'> p'. •••. t' 

qui occupent la première place dans a; 2 0 tous les produits que l’on 
peut en déduire par des transpositions opérées entre les indices 

i» 3, . . p y ..n — 1 , n 

qui occupent la seconde place dans les deux systèmes (a,,„) et (a,.„). 
Cela posé, le développement de 

devant être une fonction symétrique alternée relativement aux indices 
tc, p, ..t qui occupent la première place dans a, et relativement aux 
indices p', ..., qui occupent la première place dans a, ne pourra 
renfermer le produit 

^7ü',l ^p',2 • • • ^T', p ^71,1 ^p,2 * * * ^T ,p 

sons renfermer en même temps le produit 

S^± p ' i2 . . .a T ' iP ) S(± «p i2 .. .a z , p ), 

qui d’après les conventions établies doit être désigné par - 

—f- r Ap) n lpï 
— <*v,l a \L,U 

puisque les trois combinaisons 

7r'.p'. t', tt. p.T, 1.2.3. p 

correspondent aux trois numéros 

(v), (p), (0- 

Le même développement, devant être une fonction symétrique peuna- 
nente relativement aux indices toujours égaux qui affectent en seconde 
ligne a et a dans chacune des équations ( 61 ), ne pourra renfeimei h* 

produit . 

«O'j a[/‘J = ± S (± «um «p’,s• • • a v„p ) s (* ff "4 • • • a T-r ) 





164 


MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS 


sans renfermer la somme de tous ceux que l’on peut déduire du pré¬ 
cédent par des transpositions opérées entre les seconds indices des 
deux systèmes («,,„) et et comme pour opérer ces diverses 

transpositions il suffit de remplacer successivement la combinaison (i) 
par les suivantes ( 2 ), (3), (P) ou, ce qui revient au même, le pro¬ 
duit par les produits 

&V,2 “(JL,2? a V,3 “-(M» * * * ? &V,V 

le développement cherché sera nécessairement de la forme 

+ - • • H- «[£{>) — c S p (aKi’«Ki) 

et par suite on aura 

= c S p ( c4''î a^J), 

le signe S étant relatif à l’indice 1 et c désignant une constante arbi¬ 
traire que l’on déterminera de la manière suivante. Si l’on développe 
le produit 

ccl/;ia\l , ! ) 1 — ± S(±a n ^ 1 a p ^ i .. .a r , p ) S(± a TC ,,<7 p , 2 . . 
on trouvera pour premier terme le produit suivant : 

^Tt',1 «p',2 * * • ^71,1 ^p,2 • • ■ ,p* 

D’ailleurs l’inspection des équations ( 61 ) suffit pour faire voir que 
ce dernier produit doit être compris une seule fois dans le dévelop¬ 
pement de 

On a donc nécessairement c = ± 1 . Le choix que l’on doit faire ici 
entre les deux signes + et — dépend de la manière dont on aura 
déterminé les signes respectifs des trois quantités 

77î (/0 n (.p) -v(P) 

“L(J.,1? oCv,l 

ou, ce qui revient au même, les signes des trois suivantes : 

«Kv = ± S (otp, p -.. . a xrJ ), 

«Kl — ± S(± oc TC ,i a Ri2 . . .a TlP ), 

«Ki —' ± S(± a*-,! cjp. i2 ... a T ', p ). 
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Ii est facile de voir que l’on aura c = i si l’on suppose que le signe 
<lu produit 

a 7i;,7r' a p,p'- • • a x x» 

dans agi soit égal au produit du signe de 

#p,2 •. • 

dans a;/’; par le signe de 

& TC ',1 a p ',2 • • • 

dans . Si Ion admet cette hypothèse, l’équation rapportée plus 
haut deviendra 

(62) jn|£> = S p («{fi«{Ç)). 

Si dans cette équation on donne successivement à p et à v toutes les 
valeurs entières depuis 1 jusqu’à P, on aura un système d’équations 
symétriques de 1 ordre P, que l’on pourra représenter par le symbole 

(® 3 ) 2[S p (a#} a jÇj) = TO ^], 

P étant toujours égal à 

n(n— 1).. .(a — p -t- 1) 

1.2.3. p 

Pour déduire des équations (33) les équations (63), il suffit évidem¬ 
ment de remplacer les trois systèmes de quantités 

par les systèmes dérivés de même ordre 

(«SfiO, («Sfp). ('»$)• 

Je dirai pour cette raison que le second système d’équations est dérivé 
du premier. 

Si dans le symbole précédent on suppose p — 1 , on retrouvera les 
équations (33). Si dans le même symbole on change 


p en P— v en P—v + i, 1 en P 
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et que l’on fasse ensuite p — n i, on auia 

P - n , «1/-v+i,p = ^,1. /m1/É (W -i,p-v+i= 

et par suite le symbole (63) se changera dans le suivant : 

2[ S" ( (3 v ,t ) = 

auquel on était déjà parvenu directement. 

Si dans les équations (63) on change p en n — p, on aura 

•(64) 2[S p (<r'' ) <r'' ) ) = 

Désignons par 

s oT, DIP, Mit 1 

les déterminants des trois systèmes 

(«$), (a$), (»»$); 

on aura, en vertu des équations (63), 

(6.Ï) Mi/'^Dit’âi/' 1 . 

On aura de même 

Mi." ~ pl I) p '" 1 " oi »' 1 . 

Si l’on multiplie ces deux équations l’une par l’autre, on aura en vertu 
de l’équation (58) 

et par suite 

M„— D„6„. 

On obtient aussi ce dernier résultat en supposant, dans l’équation (65), 
P = i- 

Si l’on ajoute entre elles les équations (63), on aura la suivante : 
(66) S"[S p (aj/:>) S p (aj$)] = S p ), 


le premier signe S, c’est-à-dire le signe extérieur, étant relatif à l’in 



ni i m: via \h\i fiïiiTAin ni k hki \ \ u.ki ns, i-.tc. 

«lin* v et 1rs autres, » * * * * *• i anlire 1rs signes intérieurs, étant relal il’ 
l'indiee p. 

^ \11, l\n rriiiü h’-hüiî n* que la îhéorie prérédenle offre de p 
rnuarqualde n'Iaîmimiil aux s\«4euies d’equal ions dérivées, on f 

niera le lafdraîi >nt\attf . 

Soient toujours s v t u « .. u t m t ,, t trois systèmes de quantités 1 

entre eux par 1rs équations s\métriques 

f .1 i 1] s ’ U * , m M , j. 


faisons a l'ordinaire 

et désistions par 


^ n #1 l n p î 

1 • . ï . . /* 


e i* ; " » * V . r/ « Y ** * '«il* ». » ffh.v f 1 


tes s \ s {* * u n * s de | \ »rdre I 1 , dérivés des trois sustentes donnes, ('I < 

tleux a tleiix siuit r»iinplenieiitaîres l'tm île l’antre, Ixnfin* soient r 
prehutnrnï 


suivantes : 


us 


1 t II | '! 



’ ‘ 1 * 

S|. 

. i*. 

. I»,. J 

, M,r, 

% u n 

ant’ 

i tic 

ers 

tlillc rciits sy« 

.tciiio : 

ou aura les t 


M, 

K- 

**v * 

M, s ' 

i)," '• 

O*’ 1 r » 


‘I 

* 

1»’ 

I>, «».■ ' 

M! 

; M,/’ M,. M ; 

S* 

4 f * 

n ■* 

, J, 

; , H 

S*' i H’ 

/ ‘S 0(» (/ t î* " » S 1 » 



M 

N 1 ' 

III » ( W|» 

?* 

4 i V i- 1 

>; 

s 1 '. 

■f 


4 * * 

s t f 

S 1 ' i oY.; 

0|«‘' >/î I l* T, 1 ! » 



- 

sY m 

Y , Mi” ! 

i V i. v î î 


Su 1 

,i , 

J iY Y 

i f , : 

11 

S Y O Y;-, 

•tv .f\ î r : ! u 




H** i #|# 

XX, ni,:' 

» 1* ’ * ! • 


A / 

J’i ex 

4 

«i r, ]» 

ifS»* 

. eV »#. 

,V‘ » «nV h 


i * r l 

S*% a 

■i* W >' 

‘■■À * “ 

*»/. ■ i 

se S 1 



1 s*'| !'*"< ] S 1 ' S 1 ' r Wl I. 
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Si l’on suppose n pair et p = —> alors on aura 


n ( n — i ). . . I-H i 


p = n — p=—> P = 
' ' 2 


I .2.3. 


3r= 


Dp J) = Dp'-'' 1 , M[/ J) = MP'-'” 


et, par suite, les équations ( 67 ) donneront pour 

oT, DP”, MP” 

les valeurs suivantes : 


(70 




i> 


TU 

13 11 » 



On vient de voir combien de transformations analytiques diffé¬ 
rentes peuvent se déduire de la considération dos systèmes d’équa¬ 
tions symétriques. On doit surtout remarquer le théorème renfermé 
dans l’équation 


en vertu duquel le produit de deux déterminants est encore un déter¬ 
minant et dont les recherches faites par M. Gauss sur les polynômes 
du deuxième degré à deux et à trois variables offrent de nombreuses 
applications. J’avais rencontré l’été dernier, à Cherbourg, où j’étais 
fixé par les travaux de mon état, ce théorème et quelques autres du 
même genre, en cherchant à généraliser les formules de M. Gauss. 
M. Binet, dont je me félicite d’être l’ami, avait été conduit aux mêmes 
résultats par des recherches différentes. De retour à Paris, j’étais 
occupé de poursuivre mon travail, lorsque j’allai le voir. Il me montra 
son théorème qui était semblable au mien. Seulement il désignait sous 
le nom de résultante ce que j’avais appelé déterminant. Il me dit en 
outre qu’il avait généralisé le théorème dont il s’agit en substituant au 
produit de deux résultantes des sommes de produits de même espèce. 
J’avais dès lors déjà démontré le théorème suivant : 

D’un système quelconque d’équations symétriques on peut déduire cinq 
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autres systèmes du même ordre; mais on n’en saurait déduire un plus 
grand nombre . 

J’ai démontré depuis, à l’aide des méthodes précédentes, cet autre 
théorème : 

l)’un système quelconque d'équations symétriques de l’ordre n on peut 
toujours déduire deux systèmes d’équations symétriques de l’ordre 

n(n — i ) 

- ? 

2 

deux systèmes d’équations symétriques de l’ordre 

n(n — i) ( n — 2 ) 


Kn ajoutant (mire ('lies les équations symétriques comprises dans 
un même système, on obtient, comme on l’a vu, les formules (oo). 
(oi) et ( 70 ) qui nie paraissent devoir être semblables à celles dont 
M. Binet m’a.parlé. 
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SUR LA. 

DÉTERMINATION DU NOMBRE DES RACINES RÉELLES 

DANS LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES (')• 


Journal de l'École Polytechnique } XVII e Cahier, Tome X, p. /p7; i8i5. 


PREMIERE SECTION. 

EXPOSITION GÉNÉRALE DE LA THÉORIE. 

§ I. Les géomètres se sont beaucoup occupés de la question qui 
fait l’objet de ce Mémoire et qui peut être envisagée sous deux poinls 
de vue différents, selon qu’il s’agit des équations littérales ou que 
l’on considère une équation dont tous les coefficients sont donnés en 
nombres. Dans le second cas, on résout complètement le problème on 
formant par les règles connues une équation auxiliaire dont les racines 
sont les carrés des différences entre celles de la proposée; ce qui 
fournit le moyen d’assigner une quantité moindre que la plus pelite 
de ces différences et, par suite, de fixer avec le nombre des racines 
réelles des limites entre lesquelles chacune des racines est comprise. 
Mais, relativement aux équations littérales, la question consiste à 
trouver des fonctions rationnelles de leurs coefficients dont les signes 
déterminent dans chaque cas particulier le nombre et. l’espèce de 
leurs racines réelles. Or ce n’était, jusqu’à présent, que pour un petil 
nombre d’équations d’une forme déterminée que l’on avait réussi à 

( l ) Extrait de plusieurs Mémoires lus à l’Institut dans le courant de l’année i8i3. 
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former (le semblables fonctions. Ce qu’il y avait de plus général sur 
cette matière avait, été donné par de Gua dans les Mémoires de l’Aca¬ 
demie des Sciences, année 1741 - Mais, quoiqu’il eût établi la plupart 
des principes qui devaient conduire à la solution du problème, il 
paraissait désespérer que l’on pût jamais y parvenir, et les géomètres 
désiraient encore une méthode générale applicable aux équations litté¬ 
rales de. tous les degrés. M. Poisson ayant bien voulu m’indiquer ce 
sujet de recherches, je me suis proposé de compléter, s’il était pos¬ 
sible, cette partie de l’Algèbre et, après diverses tentatives, je suis 
enfin parvenu à la méthode qui fait l’objet du présent Mémoire. Afin 
de rendre cette méthode, plus sensible, je commencerai par l’exposer 
d’une manière géométrique et, pour plus de simplicité, je supposerai 
d’abord que ni l’équation proposée ni aucune des équations auxiliaires 
qu’on sera obligé de considérer n’ont de racines égales entre elles ou 
égales à zéro. 

Si l’on désigne par x la variable de l’équation donnée et. par X son 
premier membre, X étant un'polynôme en x du degré n, ce polynôme 
pourra être considéré comme représentant l’ordonnée d’une courbe 
parabolique dont les points d’intersection avec l’axe des x auront pour 
abscisses les racines réelles de l’équation proposée. La parabole dont 
il s’agit, sera une courbe continue à une seule branche composée en 
général : r° de plusieurs portions finies terminées par leurs deux extré¬ 
mités à l’axe des abscisses; 2 0 de deux portions indéfinies qui toutes 
deux s’élèveront, au-dessus de l’axe des x, si l’équation proposée est de 
degré pair, et dont l’une s’abaissera au-dessous du côté des abscisses 
négatives dans le cas contraire. Toutes ces portions se réduiraient à 
une seule si l’équation donnée n’avait que des racines imaginaires et, 
dans ce cas, la courbe s’étendrait, indéfiniment au-dessus de l’axe des 
abscisses. Dans tout autre cas, le nombre des portions finies de la 
parabole, augmenté de l’unité, sera toujours égal au nombre des points 
d’intersection de la courbe avec l’axe des x, c’est-à-dire au nombre des 
racines réelles de la proposée. 

Après les points où la parabole coupe l’axe des a;, les plus remar- 
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auront pour abscisses les racines réelles de l’équation X = o, et ces 
mêmes points seront situés clu côté des abscisses positives ou du côté 
des abscisses négatives, suivant que les racines correspondantes seront 
elles-mêmes positives ou négatives. Quant aux sommets, c’est-à-dire 
aux points de la courbe où l’ordonnée devient un maximum ou un 
minimum., ils auront évidemment pour abscisses les racines réelles de 
l’équation dérivée 

X'-o. 

On sait de plus que la fonction X ne peut devenir un maximum absolu, 
c’est-à-dire abstraction faite du signe, qu’autant que X et X"sont de 
signes différents et ne peut devenir un minimum absolu que dans le 
cas où X et X" sont de même signe. Par suite, le produit XX" sera 
toujours négatif relativement aux sommets de première espèce et po¬ 
sitif relativement aux sommets de seconde espèce. Enfin, pour décider 
si, en s’approchant de l’axe des ordonnées du côté des abscisses posi¬ 
tives, la parabole s’approche ou s’éloigne de l’axe des abscisses, il 
suffira évidemment de voir si, quand l’abscisse devient nulle, l’or¬ 
donnée et sa dérivée sont de même signe ou de signes contraires, 
c’est-à-dire si le produit des deux derniers termes de l’équation donnée 
est positif ou négatif. 

Il suit de ces considérations que, si l’on savait résoudre l’équation 
X' = o, il serait facile d’obtenir non seulement l’excès du nombre total 
des sommets de première espèce sur le nombre total des sommets de 
seconde espèce, mais encore l’excès de la différence entre les nombres 
de sommets de première et de seconde espèce situés du côté des 
abscisses positives sur la différence entre les nombres de sommets de 
première et de seconde espèce situés du côté des abscisses négatives. 
En effet, pour obtenir la somme de ces deux dernières différences ou 
le premier excès, il suffirait de substituer successivement toutes les 
racines réelles de l’équation X' = o dans le produit XX", puis de 
retrancher le nombre des valeurs positives de ce produit du nombre 
de ses valeurs négatives et, pour obtenir l’excès de la première diffé¬ 
rence sur la seconde, il suffirait de changer préalablement les signes 
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de toutes les valeurs du produit XX" qui correspondent à des abscisses 
négatives, ce qui revient à remplacer le produit XX" par le suivant .rXX". 

Supposons maintenant que, au lieu de résoudre l’équation X'=, o, on 
loi me deux équations auxiliaires qui aient respectivement pour racines 
les diverses valeurs des deux produits XX", *XX", prises avec des 
signes contraires et correspondant à toutes les racines réelles ou 
imaginaires de 1 équation dérivée X' = o. Si, comme nous le suppo¬ 
serons d’abord, ces deux équations auxiliaires n’ont pas de racines 
égales, celles de leurs racines qui correspondront à des racines ima¬ 
ginait es de 1 équation dérivée seront elles-mêmes imaginaires et, par 
suite, si l’on forme successivement pour chacune d’elles l’excès du 
nombre des racines positives sur le nombre des racines négatives, on 
aura précisément les deux excès ou quantités cherchées. Au reste, 
il sera facile d obtenir par l’élimination les deux équations auxiliaires 
dont il s’agit; car, si l’on représente par y l’inconnue de la première, 
par z l’inconnue de la seconde et par 


Y= o, Z = o 


les équations elles-mêmes, il suffira, pour obtenir la première auxi¬ 
liaire Y = o, d’éliminer æ entre les deux équations 

X'-o, y + XX"=o, 

et, pour obtenir la seconde auxiliaire Z = o, d’éliminer x entre les 
deux équations 

X' = o, s+icXX"=o. 


Cela posé, les deux théorèmes de Géométrie, que nous avons énoncés 
ci-dessus, page 173, se réduisent aux deux suivants : 

Théorème I. — Le nombre des racines réelles de la proposée X = o 
surpasse toujours d’une unité la différence qui existe entre les nombres 
de racines positives et négatives de la première auxiliaire Y — 0. 

Théorème II. — La différence qui existe dans la proposée X = o entre 
les nombres de racines positives et négatives est supérieure ou inférieure 
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d’une unité à la même différence dans la seconde équation auxiliaire 
Z = o, suivant que le produit des deux derniers coefficients de l’équation 
proposée pris en signes contraires est positif ou négatif. 

Si l’équation proposée X = o est du degré n, l’équation dérivée 
X' = o et, par suite, les deux équations auxiliaires Y = o, Z = o seront 
toutes trois du degré n — i inférieur d’une unité à celui de la pro¬ 
posée. Il est maintenant facile de voir comment les deux théorèmes 
précédents peuvent conduire à la solution du problème qui fait l’objet 
de ce Mémoire. En effet, ce que l’on cherche est le nombre et l'espèce 
dés racines réelles ou, si l’on veut, le nombre des racines positives et 
le nombre des racines négatives de l’équation X = o. Pour y parvenir, 
il suffit évidemment de résoudre séparément chacune des deux ques¬ 
tions suivantes : 

i° Déterminer le nombre total des racines réelles de l’équation 
X = o; 

a° Déterminer la différence entre les nombres de racines positives 
et négatives de cette même équation. 

D’ailleurs, en vertu des théorèmes ci-dessus énoncés, on pourra 
résoudre relativement à l’équation donnée du degré n les deux ques¬ 
tions précédentes si l’on sait résoudre la seconde relativement à une 
équation quelconque du degré n — x. Pareillement, on pourra réduire 
la détermination de la différence entre les nombres de racines positives 
et négatives dans une équation du degré n — i à la détermination de 
la même différence dans une équation du degré n — 2 et abaisser ainsi 
continuellement la difficulté jusqu’à ce que l’on parvienne à une équa¬ 
tion du premier degré. Cette dernière n’ayant qu’une seule racine tou¬ 
jours réelle, la différence entre les nombres de racines positives et 
négatives y sera évidemment égale à +1 ou à — 1, suivant que le 
produit des deux coefficients de l’équation pris en signe contraire sera 
positif ou négatif. Toutes les difficultés étant ainsi levées, les deux 
questions ci-dessus énoncées se trouveront complètement résolues. 

En résumant ce qui vient d’être dit, on aura, pour déterminer la 
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différence qui existe entre le nombre des racines positives et le nombre 
des racines négatives de la proposée, la régie suivante : 

Soient X = o Véquation proposée du degré n 9 X' et X" les deux pre¬ 
mières dérivées de X. Éliminez la variable x entre les deux équations 

x'=o, 5 + a?xr=o 

et soient Z = o Véquation auxiliaire en z qui en résultera . Cette équation 
sera du degré n — r. Soient l r et Z" les deux premières dérivées de Z. 
Éliminez de nouveau la variable z entre les deux équations 

7J — o, e-bsZZ'^o 

et soit Y — o Véquation auxiliaire en v qui en résultera . Cette équation 
sera du degré n — 2, .... Continuez de même jusqu à ce que i^ous arriviez 
à une équation auxiliaire du premier degré. Vous aurez en tout n équa¬ 
tions, y compris la proposée, savoir : 

N — o, Z=o, V = o, 

Si dans chacune d’elles vous multipliez l’un par l’autre les coefficients des 
deux derniers termes, vous obtiendrez n produits différents, et la valeur 
négative ou positive de chaque produit fera connaître si la différence, 
entre les nombres de racines positives et négatives de l’équation à 
laquelle il se rapporte est supérieure ou inférieure d’une unité à la 
même différence dans l’équation suivante. Par suite, si l’on change les 
signes de tous ces produits et qu après ce changement on remplace les 
produits qui obtiendront une violeur positive par -f-1 et ceux qui obtien¬ 
dront une valeur négative par — 1, la somme algébrique des résultats sera 
précisément égale à la différence entre le nombre des racines positives 
et le nombre des racines négatives de l’équation proposée. 

On aura ensuite, pour déterminer le nombre total des racines réelles 
de l’équation donnée, cette autre règle : 

Soit toujours X = o Véquation proposée du degré n ; X' et X" les deux 

OEuvrcs de C. — S. II, t. I. 23 
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premières dérivées de x. Éliminez x entre les deux équations 

X'=o, y -+- XX'— o, 

et soit Y = o l’équation auxiliaire en y qui en résultera. Celle équation 
sera du degré n — i, et si l’on détermine, par la règle précédente, la 
différence entre les nombres de ses racines positives et négatives, celte 
différence , augmentée d’une unité, sera précisément égale au nombre des 
racines réelles de la proposée. 

Le nombre des produits que l’on forme en suivant la première règle 
étant égal à n, le nombre de ceux que l’on formera en suivant la 
seconde sera égal à n — i et, par suite, les signes de an — i fonctions 
différentes des coefficients de l’équation donnée suffiront pour déter¬ 
miner le nombre et l’espèce de ses racines réelles. 

§ III. La méthode précédente suppose évidemment que ni l’équa¬ 
tion proposée ni aucune des équations auxiliaires n’aient de, racines 
égales entre elles ou égales à zéro; et d’abord, si l’équation proposée 
avait des racines réelles égales entre elles, la courbe dont l’ordonnée 
représente le premier membre de cette équation devenant tangente en 
un ou plusieurs points à l’axe des abscisses, chaque point de tangence 
devrait être considéré comme formé par la réunion d’autant de points 
d’intersection de la courbe avec l’axe et d’autant de sommets moins 
un qu’il y aurait, pour ce même point, de racines égales dans la pro¬ 
posée. De plus, les points de tangence dont il s’agit étant situés sur 
l’axe des abscisses, les valeurs correspondantes de, l’ordonnée X et du 
produit XX" s’évanouiraient et ce produit cesserait d’avoir un signe 
déterminé. Enfin, si la proposée avait une ou plusieurs racines milles, 
cette équation n’ayant plus de dernier terme, le produit des deux der¬ 
niers coefficients s’évanouirait et ne pourrait plus être considéré comme 
positif ou comme négatif. 

Les racines égales des équations auxiliaires du degré n — t peuvent 
provenir de deux causes, savoir : i° de racines égales dans l’équation 
dérivée X'=o; 2 0 d’un ou plusieurs couples de racines imaginaires 
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dans l’équation dérivée qui, par suite de relations particulières entre 
les coefficients de cette équation, fournissent des racines réelles aux 
équations auxiliaires. Ainsi, par exemple, si a -+- (is y — i désigne une 
racine imaginaire de X' = o et que la substitution de a •+■ (} \J— i dans 
le produit XX" donne pour résultat la quantité réelle A, la substitution 
de ex. — fi \f— i dans le même produit donnera (fncore le même résultat; 
et comme les racines imaginaires 


a -t- (3 \/— i, « — (3 y' — i 


appartiennent toutes deux à l’équation dérivée, la première équation 
auxiliaire aura deux racines égales à — A. Toutes les fois que l’équa¬ 
tion dérivée aura des racines égales, les racines qui en proviendront 
dans les équations auxiliaires seront, non seulement égales entre elles, 
mais encore, égales à zéro; car, dans ce cas, la fonction X" étant nulle 
aussi bien que la fonction X'/le produit XX" s’évanouira nécessaire¬ 
ment. Par suite, on ne pourra plus déterminer quel est le signe de ce 
produit, ni décider par ce moyen si, pour le sommet que l’on considère, 
l’ordonnée de la courbe devient un maximum ou un minimum absolu. 
11 pourra même arriver qu’elle ne soit ni l’un ni l’autre. Pour savoir 
dans quel cas cela aura lieu, désignons par 

X', X", X'", X IV , x v , ... 

les dérivées des divers ordres de l’ordonnée X, et supposons que dans 
toutes ces fonctions a? désigne l’abscisse du sommet que l’on considère. 
Si l’on fait croître ou diminuer cette abscisse d’une quantité indéter¬ 
minée h, l’ordonnée X deviendra 


X d= AX' 


7,2 7,3 

n 'gjr 

1.2 1 . 2.3 


X* 


A 4 


.2.3.4 


X xv±: 


A 5 


j. 2 .3.4-5 


X v - 


ou, parce que X' = o, 
X 


A 2 A 3 A 4 

— X"± ArX'H- J-T 

1.2 1 . 2.3 I. 2 . 5.4 


X 1 


A 5 


1.2.3.4*5 


X v -h.... 


Par conséquent, la différence entre l’ordonnée correspondant à 
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abscisse x±h et l’ordonnée correspondant à l’abscisse x, ou, pour 
bréger, la différence de l’ordonnée sera 


h* 7 î 3 

__________ v iv _i_ ,L _Y v 

ï. 2. 5 .4 I . 2.3.4 . D 


Pour de très petites valeurs de h, cette différence se réduira au pre- 
nier de ses termes qui’ne s’évanouira pas. Elle se réduira donc à 


i X" n’est pas nul ou si, pour le sommet que l’on considère, l’équation 
érivée n’a pas de racines égales; à 


,i l’on a X"= o, X"'< ou > o, c’est-à-dire si, pour le sommet que l’on 
:onsidère, l’équation dérivée, a deux racines égales; à 

/i 4 

— 

i.2.3.4 

i l’on a X"= o; X'"= o, X' v < ou >> o, c’est-à-dire si, pour le sommet 
[ue l’on considère, l’équation dérivée a trois racines égales; à 


i .2. 3 . 4-5 

* 

si l’on a X"=o, X'"=o, X IV =o, X v > ou <o, c’est-à-dire si, pour 
e sommet que l’on considère, l’équation dérivée a quatre racines 
îgales; etc., etc. 

En général, on voit que la différence de l’ordonnée conservera le 
même signe, quel que soit d’ailleurs celui de h, sr, pour le point que 
’on considère, la dérivée a un nombre pair de racines égales. Elle 
changera de signe avec h dans le cas'contraire. Dans ce dernier cas, 
'ordonnée ne pourra être ni un maximum ni un minimum. Mais, si la 
lérivée a un nombre pair de racines égales, l’ordonnée correspondant 
à l’abscisse x ± h sera représentée, pour de très petites valeurs de h. 
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par un des binômes 


XH-'Ü-X", 

1.2 




1.2.3.4 


ot ’ par suite, l’ordonnée X correspondant à l’abscisse ,r sera un mini¬ 
mum ou un maximum absolu, suivant que le second terme de ce binôme 
aura un signe égal ou opposé à celui du premier terme, c’est-à-dire 
suivant que le premier des produits 

XX", XX IV , XX VI , 

qui ne s’évanouira pas sera positif ou négatif. 

On vient de voir que les équations auxiliaires peuvent acquérir des 
racines milles dans deux cas différents, savoir : i° quand la proposée 
a des racines égales; 2 0 quand l’équation dérivée a des racines égales ; 
et, en effet, la fonction X dans le premier cas, la fonction X" dans le 
second et, par suite, les produits XX", xXX" dans les deux cas, s’éva¬ 
nouissent. Il est encore un troisième cas où la seconde équation auxi- 
liaire seulement peut avoir dos racines nulles. C’est celui où il existe 
déjà de telles racines dans la dérivée; car le produit x XX" s’évanouit 
alors avec son premier facteur x. Dans toutes ces hypothèses, le dernier 
terme d’une équation auxiliaire étant nul, le produit des*deux derniers 
termes de cette équation se réduit à zéro et, par suite, on ne peut plus 
décider si ce produit est positif ou négatif. 

De môme que des racines égales dans l’équation proposée du degré n 
produisent des racines nulles dans les équations auxiliaires du degré 
n — 1; de même, les racines égales qui pourraient se trouver dans ces 
dernières produiront des racines nulles dans les équations auxiliaires 
du degré n — 2. En général, si, dans une des suites d’équations auxi¬ 
liaires qu’011 est obligé de former, quelque équation a des racines 
égales, la suivante aura des racines nulles et le produit de ses deux 
derniers coefficients se trouvera réduit à zéro. 

Ainsi, toutes les hypothèses possibles, dans lesquelles la méthode 
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générale se trouve en défaut, coïncident avec cette circonstance remar¬ 
quable que, sur les produits dont les signes devaient déterminer le 
nombre et l’espèce des racines réelles de la proposée, un ou plusieurs 
s’évanouissent et ne peuvent plus par cela même servir à la détermi¬ 
nation dont il s’agit. On voit en même temps que cela n’aura jamais 
lieu à moins que la proposée ou les équations auxiliaires n’aient des 
racines égales entre elles ou égales à zéro. Pour faire disparaître les 
inconvénients qui résultent de celte égalité, on peut employer diverses 
méthodes que je vais indiquer en peu de mots. 

§ IV. La première méthode et celle qui se présente d’abord à l’esprit 
consiste à passer en revue tous les cas particuliers que peut offrir 
l’équation donnée et à fournir les moyens de lever les difficultés propres 
à chacun des cas dont il s’agit. Ainsi, par exemple, si la proposée a 
des racines nulles, il sera facile d’en constater le nombre et de s’en 
débarrasser ensuite. On peut éviter de même la considération des 
racines égales, en supposant l’équation préparée d’avance, de manière 
que toutes ses racines soient inégales entre elles. Après.cela, il faudra 
examiner si la dérivée a des racines égales entre elles ou à zéro et 
remédier aux inconvénients qui pourraient naître de cette égalité. On 
y parviendra comme il suit. 

Lorsque plusieurs racines de la dérivée deviennent égales entre elles, 
les différents sommets dont ces racines étaient les abscisses se réu¬ 
nissent, et de cette réunion résulte un nouveau sommet qui sera 
double, triple, quadruple, etc., suivant le nombre des racines qui 
viendront à coïncider. L’ordonnée de ce sommet sera un maximum ou 
un minimum absolu si les racines qui deviennent égales sont en nombre 
impair et, pour déterminer l’espèce du sommet dans cette hypothèse, 
il suffira de consulter le signe du produit XX" s’il s’agit d’un sommet 
simple, du produit XX 1V s’il s’agit d’un sommet triple, etc. Quant aux 
sommets doubles, quadruples, etc., on devra cesser d’en tenir compte, 
attendu que les ordonnées de ces sommets ne doivent point être rangées 
parmi les ordonnées maxima et minima. Cela posé, si la dérivée n’a 
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point do racines milles, los théorèmes <l( k Géométrie établis ci-dessus 
( |). 173) subsisteront toujours et, pour déterminer le nombre et l’espère 
des raeiues réelles de la proposée, il suffira de ealeiiler : 1" la somme 
des diiïérem*(*s <jui existent du roté des abscisses positives et du coté 
des abscisses négatives entre les sommets de première et de seconde 
espèce; •2" l’oxeès <b' la première différence sur la seconde. On y par¬ 
viendra facilement on déterminant ainsi qu'il suit les diverses parties 
de la somme e! de l'excès en question qui correspondent aux racines 
simples, triples, quintuples, (de. Soit toujours .V l’équation dérivée; 
soient de plus Xj le produit de ses facteurs simples, Xj celui de ses 
fadeurs doubles, XI, relui des facteurs triples, etc., élevés chacun à la 
première puissance, en sorte qu'on ait 

v xjtxjpixjv.... 

La méthode des racines égales fera connaître chacun des polynômes Xj, 
Xj, Xj, ... et, pour obtenir la différence, totale entre les nombres de 
sommets de première espèce, il suffira d'éliminer*.*:: 

1 " Enlre les équations \j o, y ■+■ XX" : . o; 

a- » Xj : O, j'-|-XX ,V ::::o; 

> » Xj . o, ( TH-XX v, r o; 

***•**«*»»»•••**•*»** •••»*» V ... 

On aura par ce moyen plusieurs équations auxiliaires en y nu lieu d'une 
seule (>l la somme «les différences qui auront lieu pour res diverses 
équations ('litre los nombres do racines positives et négatives sera égale 
ii la différence cherchée ou il la somme dos différences qui existent 
tant du côté des abscisses positives que du côté des abscisses négatives 
eut ri* les nombres de sommets de première et do seconde espèce.' On 
obtiendra de mémo l’excès de la première différence sur la seconde on 
substituant aux équations 

y -t- XX" o, .v 1- XX ,V ~~ o, y -h XX V, ~ o, 
les suivantes . 

3 -1- .r XX' V ■ o. 


; 1- .r X X" • o. 


:+æXX , ':=«, 
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•et eet excès, augmenté ou diminué d’une unité, fera connaître la dil- 
férencc qui existe entre les nombres de racines positives et négatives 
de la proposée. Cette dernière différence et l’excès dont il s’agit devien¬ 
draient égaux entre eux si un sommet de première ou de seconde 
espèce était situé sur l’axe des abscisses ou, ce qui revient au même, 
si la dérivée avait un nombre impair de racines nulles; mais si la dérivée 
n’a point de racines nulles ou si ces racines sont en nombre pair, il 
faudfa, pour obtenir la même différence, augmenter ou diminuer l’excès 
en question d’une unité, suivant qu’en s’approchant de l’axe des ordon¬ 
nées du côté des abscisses positives la courbe s’éloignera ou s’appro¬ 
chera de l’axe des x, c’est-à-dire suivant que le produit du dernier 
terme de l’équation proposée par celui des termes précédents qui ren¬ 
fermera la puissance la moins élevée de x sera négatif ou positif. 

La théorie précédente suppose évidemment que les équations auxi¬ 
liaires en j et qui correspondent aux facteurs simples, triples, quin¬ 
tuples, etc. de l’équation dérivée, n’ont pas de racines égales. S’il on 
était autrement, ces racines pourraient à la fois être réelles et provenir 
de quelques couples de racines imaginaires des équations 

^î — 0 ) X 3 = o, Xj = o, .... 

Un évitera cet inconvénient si l’on multiplie chacun des produits 

XX", XX' V , XX", ..., 

•Z XX", x XX IV , *XX VI , ... 

par une fonction de x qui reste positive pour toutes les valeurs réelles 
de la variable x et qui empêche ces mêmes produits de devenir réels 
pour les valeurs imaginaires de a? qui satisfont à l’équation dérivée. 
Telle est la fonction 

(x + ky-, 

dans laquelle la constante arbitraire k peut recevoir une infinité de 
valeurs qui remplissent la condition exigée. 

En suivant la méthode précédente on finit toujours par obtenir la 
solution complète de la question proposée; mais s’il s’agit d’une équa- 
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tion littérale, cette méthode entraine, comme on le voit, l’exame 
d’autant de cas particuliers que l’on peut faire d’hypothèses différente 
sur le nombre des racines égales, non seulement de la proposée, mai 
encore des diverses équations auxiliaires. C’est pourquoi elle ne peu 
être employée avec avantage que dans certaines occasions où, en raiso 
de la forme de l’équation donnée, elle devient facilement applicable. 


§ Y. Une autre méthode consiste à établir la distinction des diverse 
espèces de sommets sur la considération immédiate du signe du pre 
duit qu’on obtient en multipliant l’ordonnée X par la série' 


•X": 


h 3 


1 . 2.3 




/z 4 


i. 2.3.4 


X r 


/z 5 


1. 2 . 3 . 4 - 


4-3 


- X v H- , . ., 


laquelle représente, pour un quelconque, des sommets, l’aecroissemer 
de l’ordonnée correspondant à l’accroissement très petit ± h de I 
variable cc. 

Si l’on fait, pour plus de commodité. 


<et, par suite, 


X =/(*) 

X"=/"0), 


la série précédente sera toujours de même signe, que 

f"(x±h). 


d’où il suit que le produit de cette série par X pourra être reinphu 
par le produit 

X/"(.r±/0- 

Supposons qu’après avoir substitué pour as dans ce dernier prude 
une des racines réelles de la dérivée, on donne successivement, à l’intl 
terminée h les signes 4- et —; les deux valeurs obtenues par ce moy< 
seront de signes contraires si la racine réelle dont il s’agit représen 
l’abscisse d’un sommet double, quadruple, sextuple, etc. Elles se.ro 
de même signe si cette racine correspond à un sommet simple, tripl 
quintuple, etc. et, dans cette dernière hypothèse, les deux valeurs < 
produit seront ou négatives ou positives, suivant que le sommet ■ 
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question sera de première! ou de seconde espèce. De plus, la quan¬ 
tité h restant indéterminée, il est aisé de voir que la substitution des 
racines imaginaires de la dérivée dans chacun des produits 

X/'(* + A), X/'C«-/t) 

fournira en général des résultats imaginaires. Cela posé, on obtiendra 
évidemment la différence totale entre les nombres de sommets de pre¬ 
mière et de seconde espèce si, après avoir éliminé x entre les deux 
équations 

N/ — o, y+\f\x±h)=o, 

on détermine, pour l’équation auxiliaire en y ainsi formée et pour de 
très petites valeurs de h, la différence entre les nombres de racines iné¬ 
gales positives et négatives : i° dans le cas où l’on admet pour h le 
signe supérieur; 2 0 dans le cas où l’on admet pour h le signe inférieur 
et qu’on prenne ensuite la moyenne entre les deux résultats. C’est ce 
résultat moyen que je désignerai ici sous le nom de différence moyenne 
entre le nombre des racines inégales positives et le nombre des racines 
inégales négatives de l’équation auxiliaire en y. 

De même, pour obtenir l’excès de la différence entre les nombres de 
sommets de première et de seconde espèce situés du côté des abscisses 
positives sur la différence entre les nombres de sommets de première 
et de seconde espèce situés du côté des abscisses négatives, il suffira 
d’éliminer x entre les deux équations 

X' = 0, .; + ïX/'(j: + /i)ro 

et de chercher ensuite la différence moyenne, entre, les nombres de 
racines inégales positives et négatives de l’équation auxiliaire en s 
résultant de cette élimination. 

Lorsque la dérivée a des racines milles, un des sommets de la courbe 
étant situé sur l’axe des ordonnées ne peut plus cire compté ni parmi 
ceux qui répondent aux abscisses positives ni parmi ceux qui répondent 
aux abscisses négatives; mais, alors aussi, le produit 


.#X -+• h ) 
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venant à s’évanouir avec son premier facteur x, la racine correspon¬ 
dante de l’équation auxiliaire, en s ne fait plus partie ni des racines 
positives ni des racines négatives de cette même équation. 

Les résultats précédents subsistent, dans le cas même où la proposée 
a des racines égales. Dans cette hypothèse, la parabole que l’on consi¬ 
dère devient tangente en plusieurs points a l’axe des abscisses, et ces 
points sont évidemment des sommets de la courbe, puisque leurs 
abscisses satisfont à l’équation dérivée. Mais, quoique ces sommets 
puissent être simples, ou triples, ou quintuples, etc., ils ne peuvent 
dans aucun cas être, considérés comme sommets de première ou de 
seconde espèce, attendu que l’ordonnée de chacun d’eux étant nulle 
n’a plus de signe déterminé et qu’on ne peut décider par suite si cette 
ordonnée devient un maximum ou un minimum absolu. On ne doit donc 
tenir aucun compte des racines des équations auxiliaires en y et : qui 
correspondent à de semblables sommets; mais ces racines disparaissent 
d’ellcs-mêincs à cause du facteur X qui, étant égal à zéro, fait évanouir 
les deux produits 

X/"(x-hh), zeX f"{x -h h). 

Ainsi, dans tous les cas possibles, la différence moyenne entre les 
nombres de racines inégales positives et négatives des équations auxi¬ 
liaires ci-dessus mentionnées détermine, immédiatement : i° la somme 
faite de la différence entre les nombres de sommets de première et de 
seconde espèce situés du côté des abscisses positives et de la différence 
semblable formée, du côté des abscisses négatives; 2 0 l’excès de la pre¬ 
mière différence sur la seconde. D’ailleurs, si l’on veut étendre les 
théorèmes précédemment démontrés au cas où l’équation donnée a des 
racines égales entre elles, on reconnaîtra sans peine que la somme des 
deux différences en question est toujours inférieure d’une unité au 
nombre total des points d’intersection ou de tangence de la courbe avec 
l’axe des x. De plus, l’excès de la première différence sur la seconde 
sera supérieur d’une unité, égal ou inférieur d une unité a l excès du 
nombre des points d’intersection ou de tangence situes du coté des 
abscisses positives sur le nombre de ceux qui seront situés du côté des 
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abscisses négatives, selon qu’en s approchant de l’axe des ordonnées du 
côté des abscisses positives et s’éloignant ensuite de ce même axe du côté 
des abscisses négatives, la courbe s’approchera constamment de l’axe 
des x, ou qu’en passant par l’axe des ordonnées, elle cessera de s'appro¬ 
cher de l’axe des abscisses pour s’en éloigner, ou de s’en éloigner pour 
s’en rapprocher, ou quelle s’éloignera constamment de l’axe des x. Le 
premier ou le troisième cas aura lieu si, la proposée n’ayant pas de 
racines milles, la dérivée n’en a pas non plus, ou si ces racines y sont 
en nombre pair, c’est-à-dire si, la proposée ayant un terme constant, le 
dernier terme de l’équation dérivée renferme une puissance paire de x. 
Le second cas aura lieu si la proposée a des racines nulles ou si la 
dérivée a des racines nulles en nombre impair, c’est-à-dire si l’équation 
donnée n’a pas de terme constant ou si le dernier terme de l’équation 
dérivée renferme une puissance impaire de x. Enfin, pour distinguer le 
premier cas du troisième, il suffira d’examiner si le produit du dernier 
ferme de l’équation donnée par le dernier terme de la dérivée est positif 
ou négatif. Soient p le terme constant de la proposée, qui peut être 
égal à zéro; et qx r le dernier terme de l’équation dérivée ou celui qui 
renferme la plus petite puissance de x. Si dans le produit 

pqx r 

on donne successivement à -x deux valeurs égales et de signes con¬ 
traires et qu’on prenne ensuite la valeur moyenne entre les deux 
résultats, on reconnaîtra facilement que celte valeur moyenne sera 
positive dans le premier cas, nulle dans le deuxième, négative dans le 
troisième. Ainsi, én ayant égard au produit du terme constant de la 
proposée par le dernier terme de la dérivée, on pourra toujours déter¬ 
miner le nombre et l’espèce des racines inégales de l’équation donnée 
à l’aide de la différence moyenne entre le nombre des racines inégales 
positives et le nombre des racines inégales négatives dans chacune des 
équations auxiliaires en y et z. Pour obtenir cette différence movenne 
relativement à l’une d’elles, par exemple relativement à l’équation 
auxiliaire en y, il semble d’abord qu’on serait obligé de déterminer la 
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différence entre les nombres de racines inégales positives et négatives : 
i“ dans le cas où l’indéterminée A a de très petites valeurs positives; 
2° dans le cas où A a de très petites valeurs négatives. Mais on arrivera 
au même but si, après avoir formé les fonctions des coefficients de 
l’équation auxiliaire en y qui déterminent la différence dont il s’agit, 
en laissant le signe et la valeur de A entièrement arbitraires, on sub¬ 
stitue à ces fonctions les valeurs qu’elles obtiennent lorsque, ayant 
développé chacune d’elles suivant les puissances ascendantes de A et 
réduit le développement à son premier terme vis-à-vis duquel tous les 
autres doivent être négligés, on donne successivement à A deux valeurs 
égales et de signes contraires et qu’on prend la moyenne entre les deux. 
résultats. Par suite, chacune des fonctions que l’on considère devra 
être remplacée par zéro si le premier terme de son développement ren¬ 
ferme une puissance impaire de A. Dans le cas contraire, il faudra la 
considérer comme positive ou comme négative suivant, que le coeffi¬ 
cient de ce premier terme sera lui-même positif ou négatif. 

Nous venons d’indiquer comment l’emploi de l’indéterminée A peut 
servir à lever les difficultés que faisaient naître les racines égales des 
équations en j' ets, c’est-à-dire des équations auxiliaires du degré n — i. 
L’introduction de plusieurs autres indéterminées h', h", ... servirait de 
même à lever les difficultés qui peuvent résulter de l’égalité de quelques 
racines dans les équations auxiliaires des degrés 

n — 2, n — 3 , . . ., 

et, à l’aide (h; cet artifice, on finirait par déterminer dans tous les cas 
possibles le nombre et l’espèce des racines de l’équation donnée. Il est 
bon toutefois d’observer que, si plusieurs de ces racines sont égaies 
entre elles, on obtiendra seulement de cette manière le nombre des 
racines inégales positives et le nombre des racines inégales négatives, 
c’est-à-dire le nombre des quantités réelles essentiellement différentes 
de valeur ou de signe qui satisfont à la proposée. 

La méthode précédente se réduit, comme on le voit, à rcmplaoer 
dans les deux produits 


XX", .rXX", 
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le dernier facteur X" = f"( x ) par 

f(x±h), 

c’est-à-dire à substituer dans f"(x), à l’abscisse du sommet que l’on 
considère, l’abscisse x±h d’un point de la parabole très rapproché de 
ce même sommet. Celte nouvelle méthode, sans exiger comme la pre¬ 
mière un examen préalable de tous les cas particuliers, a néanmoins 
le désavantage de compliquer extrêmement les calculs par l’admission 
de quantités arbitraires dans les équations auxiliaires des divers degrés. 
On évite cet inconvénient en suivant une troisième méthode dont je vais 
rendre compte. 

§ YI. Dans cette troisième méthode, comme dans la première, je 
supposerai l’équation donnée préparée de manière qu’elle n’ait pas de 
racines égales entre elles ou à zéro. Cette préparation faite, on lèvera 
facilement tous les obstacles à l’aide des considérations suivantes : 

Si les équations auxiliaires n’avaient pas de racines égales entre elles 
ou à zéro, elles serviraient immédiatement, comme on l’a déjà fait voir, 
à déterminer le nombre et l’espèce des racines réelles de la proposée; 
mais si le contraire a lieu, pour ramener ce second cas au premier, il 
faudra détruire l’égalité dont il s’agit en substituant aux sommets de 
la courbe d’autres points très rapprochés de ces mêmes sommets. Il 
existe deux manières différentes d’opérer cette substitution. La pre¬ 
mière consiste à remplacer un quelconque des sommets par un autre 
point très voisin de ce sommet et pris sur la courbe que l’on considère. 
La seconde consiste à remplacer la courbe elle-même par une autre 
courbe très voisine et à substituer les sommets de cette dernière, à 
ceux de la courbe donnée. Pour éffcctuer la première substitution-il 
suffit d’augmenter les abscisses des sommets de quantités indétermi¬ 
nées supposées très petites. Pour effectuer la seconde, il faut augmenter 
de quantités très petites les coefficients de l’équation proposée dont 
les valeurs respectives déterminent la nature de la courbe. Le premier 
moyen coïncide avec la seconde des deux méthodes précédentes et rend 
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très pénible, comme on l’a remarqué, la formation des équations auxi¬ 
liaires. Le second n’a pas cet inconvénient et il conduit facilement à 
la solution du problème proposé dans tous les cas possibles. 

En effet, lorsqu’on augmente de quantités très petites mais arbi¬ 
traires les coefficients de l’équation donnée, on détruit les relations 
qui existaient entre ces coefficients et en vertu desquelles les racines 
des diverses équations auxiliaires pouvaient devenir nulles ou égales 
entre elles. Par suite, les fonctions des coefficients qui étaient destinées 
en général à déterminer le nombre des racines de chaque espèce cessent 
d’êtrù nulles et redeviennent propres à la détermination dont il s’agit. 

Cela posé, pour obtenir le nombre des racines positives et le nombre 
des racines négatives d’une équation du degré ri, dans le cas où cette 
équation n’a pas de racines égales entre elles ou à zéro, il suffira de 
former, par la méthode indiquée dans le deuxième paragraphe, in — r 
fonctions différentes des coefficients de cette équation. On substituera 
ensuite dans chaque cas particulier, à la place des coefficients dont il 
s’agit, leurs valeurs prises dans l’équation donnée. Si cette substitution 
ne fait disparaître aucune des fonctions que l’on considère, leurs signes 
détermineront immédiatement le nombre des racines de chaquc espèce. 
Mais si quelques-unes de ces fonctions s’évanouissent, on augmentera 
chacun des coefficients de l’équation donnée d’une quantité très petite, 
mais arbitraire, que l’on peut supposer à volonté positive ou négative. 
De plus, on assignera à ces mêmes variations un ordre de grandeur 
déterminé, de telle manière qu’on puisse toujours négliger les unes par 
rapport aux autres. Les fonctions qui s’évanouissaient, étant dévelop¬ 
pées suivant les variations dont il s’agit, pourront toujours être réduites 
à un seul terme et toutes les difficultés seront ainsi levées. On pourra 
même se dispenser de faire varier à la fois tous les coefficients ; il suf¬ 
fira d’en faire varier un ou plusieurs l’un après l’autre et l’on devra 
toujours s’arrêter au moment où chacune des fonctions que l’on consi¬ 
dère cessera de s’évanouir. 


§ VII. Quel que soit le degré n de l’équation donnée, il est possible 
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de former, comme on le verra tout à l’heure, plusieurs systèmes d’équa¬ 
tions auxiliaires qui jouissent des mêmes propriétés. Il convient de 
choisir le système pour lequel les fonctions qui déterminent le nombre 
et l’espèce des racines réelles sont les pins simples possibles. Ce'choix 
étant fait, il faut encore examiner si les fonctions dont il s’agit sont 
décomposablcs en facteurs et si quelques-uns de ces facteurs peuvent 
être supprimés sans inconvénient. Nous ferons à cet égard les remarques 
suivantes : 

Les deux équations auxiliaires du degré n — i, que nous avons appris 
à former dans le deuxième paragraphe, ont respectivement pour racines 
des fonctions rationnelles et entières des racines de la dérivée; mais 
on peut, sans nul inconvénient, multiplier ou diviser les fonctions dont 
il s’agit par d’autres fonctions qui soient toujours positives quand les 
racines delà dérivée sont réelles. Pour faciliter autant que possible le 
calcul de l’élimination, il faut représenter l’inconnue de chaque équa¬ 
tion auxiliaire par une fraction dont les deux termes soient des poly¬ 
nômes entiers en x choisis de telle manière que la plus haute puissance 
de la variable renfermée dans ces deux polynômes soit la plus petite 
possible. L’expérience m’a fait voir que, dans ce cas, on arrivait encore 
à des résultats plus simples. On satisfera à ces conditions si l’on divise 
par X' 3 les deux produits 

-XX", -*XX", 

qui représentaient, dans le paragraphe II, les valeurs respectives de y 
et z, ce qui revient à prendre pour inconnue de la première équation 
auxiliaire la fraction 

- X" 

X 

et pour inconnue de la seconde équation auxiliaire la fraction 

-<rX" 

X 

Dans cette hypothèse, on peut simplifier de beaucoup la recherche, des 
fonctions propres a déterminer le nombre des racines de chaque espèce 
à l’aide des théorèmes suivants : 
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i° Etant donnée une équation quelconque, si Von substitue successive¬ 
ment toutes ses racines dans le premier membre de Véquation dérivée et 
qiion fasse le produit des résultats, ce produit sera égal, à un coefficient 
numérique près, au dernier terme de Véquation qui aurait pour racines 
les carrés des différences entre celles de la proposée. Ce même produit sera 
encore égal à celui qu'on aurait trouvé si Von eût substitué successivement 
toutes les racines de la dérivée dans le premier membre de Véqua¬ 
tion donnée et quon eût multiplié Vun ar Vautre les résultats ainsi 
obtenus . 

2° Étant donnée une équation quelconque, si Von divise par le premier 
membre de Véquation dérivée une fonction entière de la variable et si 
Von ajoute les diverses valeurs qu obtient ce quotient lorsqu'on y substitue 
successivement pour x les diverses racines de l'équation donnée, la somme 
de ces valeurs sera toujours une fonction rationnelle et entière des coef¬ 
ficients de la proposée. 

3 ° Si Von divise le premier membre de l'équation donnée par le pre¬ 
mier membre de l'équation dérivée du second ordre et que Von substitue 
successivement pour x dans ce quotient toutes les racines de la dérivée, la 
sommé des valeurs obtenues, prise en signe contraire, sera égale, à un 
coefficient numérique près, à la somme des carrés des différences entre les 
racines de la proposée. 

4 ° fêtant données deux équations tellement liées entre elles que les 
racines de la seconde soient des fonctions rationnelles quelconques des 
racines de la première, si l'on forme respectivement les derniers termes 
des équations aux carrés des différences entre ces racines et qu'on divise 
les deux termes obtenus Vun par Vautre, le quotient sera toujours un 
carré parfait. 

Il suit du troisième théorème que l’une des fonctions qui déter¬ 
minent le nombre des racines réelles est égale, quel que soit le degré 
de l’équation donnée, à la somme des carrés des différences entre les 
racines de cette équation. On peut encore, en appliquant à la méthode 
précédente un artifice d’analyse indiqué par Euler, déterminer pour 
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tous les degrés une autre de ces fonctions, lînlin, on prouve facilement 
que le produit de toutes ces fondions doit toujours avoir le même signe 
que le produit des carrés des différences entre les racines. Par suite, 
sur les n — i fonctions qui déterminent le nombre des racines réelles, 
le nombre de celles qu’on sera obligé de former séparément pour un 
degré donné se trouvera réduit à n — 4 ; on n’aura donc besoin d’er 
calculer aucuncen particulier pour les équations du deuxième, du troi 
sième et du quatrième degré; il suffira de calculer une nouvelle loue 
tion pour le cinquième degré, deux pour b* sixième, etc. 

Quant aux fonctions do la seconde espèce, c’ost-à-diro à celles qu 
déterminent la différence entre' le nombre des racines positives e 
négatives de la proposée, on pouI on déterminer une pour tous le 
degrés possibles en ayant égard au deuxième théorème et, de plus, 01 
prouve facilement que le produit de toutes ces fonctions doit toujour 
être affecté du même signe que le produit des carrés des différence 
entre les racines multiplié par le produit des racines elles-mêmes. Ce 
dernières fonctions sont les seules qu’on soit obligé de considérei 
lorsqu’on veut savoir combien l’équation donnée a «le racines réelle 
comprises entre deux limites a et fl, car le nombre de ces racine 
réelles est égal à la quantité dont le nombre des fonctions positive 
diminue ou dont le nombre des fonctions négatives augmente lorsqu’à 
passe de la transformée en x — a à la transformée en .»* p. Par suite 
les fonctions de la seconde espèce suflis« i nt pour détermiiuT le nombi 
des racines réelles comprises, soit, entre <> et - ~ ■», soit entre o et 4-0 
c’est-à-dire le nombre total des racines positives ou négatives, en son 
qu’on peut toujours se passer, si l’on veut, des fonctions «le la premièi 
espèce ou bien les déduire des aulrt's. 

Je joins ici la démonstration des théorèmes ci-dessus énoncés 
plusieurs développements relatifs aux înéllnxh's «'xposées dans 1 
paragraphes IY, Y et VI de la présente section. Pour plus de elart 
j appliquerai ces méthodes à divers exemples «'( part iculièrement à 
détermination du nombre des racines réelles dans les équations gén 
raies des cinq premiers degrés. 
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DEUXIÈME SECTION. 

DÉVELOPPEMENTS ANALYTIQUES. 

Théorème I. — Soient <p(;») = o, f(x) — o deux équations diffé¬ 
rentes, la première du degré m, la seconde du degré n. Supposons que 
l’on substitue successivement dans le polynôme f(x) toutes les racines de 
l’équation cp (x) = o et qu on fasse le produit des résultats; qu ensuite 
l’on substitue dans le polynôme o(x) toutes les racines de l’équation 
f(x ') ■= o et qu’on fasse encore le produit des résultats. Les deux produits 
ainsi obtenus seront égaux et de même signe si l’un des deux nombres m 
et n est pair; ils seront égaux et de signes contraires si les deux nombres 
m et n sont tous deux impairs. 

Démonstration. — En effet, soient respectivement a, ( 3 , y, ... les 
racines de l’équation ç(a?) = o et a, b, c, ... celles dé l’équation 
f(x) — o. Supposons de plus, k l’ordinaire, que la plus haute puissance, 
de la variable dans chacune des fonctions f(x) et <f(x) soit positive 
et ait l’unité pour coefficient; on aura 

f(sc) — (x — a) (x — b) (x — c)..., 

<p(x) = (x — <x)(x—P ){x — y)... 

et, par suite, les deux produits 

/(«)/( (3)/(y)- • 

9 (a)tp(i)o(c)... 

seront respectivement égaux, le premier k 

(a — a) (a — b) (a — c)...((3 — a) ((3 — b). . .(y — a)... 
et le second k 

(a — a)(a— (3)(a — y).. .(b — et) (b — (3)...(c; — a).... 

Sous cette forme le second produite ses facteurs égaux et de signes 
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tous les degrés une autre de ces fonctions. Enfin, on prouve facilement 
que le produit de toutes ces fonctions doit toujours avoir le même signe 
que le produit des carrés des différences entre les racines. Par suite, 
sur les n — i fonctions qui déterminent le nombre des racines réelles, 
le nombre de celles qu’on sera obligé de former séparément pour un 
degré donné se trouvera réduit à n — 4; on n’aura donc besoin d’en 
calculer aucune en particulier pour les équations du deuxième, du troi¬ 
sième et du quatrième degré; il suffira de calculer une nouvelle fonc¬ 
tion pour le cinquième degré, deux pour le sixième, etc. 

Quant aux fonctions de la seconde espèce, c’est-à-dire à celles qui 
déterminent la différence entre le nombre des racines positives et 
négatives de la proposée, on peut en déterminer une pour tous les 
degrés possibles en ayant égard au deuxième théorème et, de plus, on 
prouve facilement que le produit de toutes ces fonctions doit toujours 
être affecté du même signe que le produit des carrés des différences 
entre les racines multiplié par le produit des racines elles-mêmes. Ces 
dernières fonctions sont les seules qu’on soit obligé de considérer, 
lorsqu’on veut savoir combien l’équation donnée a de racines réelles 
comprises entre deux limites a et ( 3 , car le nombre de ces racines 
réelles est égal à la quantité dont le nombre des fonctions positives 
diminue ou dont le nombre des fonctions négatives augmente lorsqu’on 
passe de la transformée en x — a à la transformée en x — j 3 . Par suite, 
les fonctions de la seconde espèce suffisent pour déterminer le nombre 
des racines réelles comprises, soit entre o et — oo, soit entre o et 4-00, 
c’est-à-dire le nombre total des racines positives ou négatives, en sorte 
qu’on peut toujours se passer, si l’on veut, des fonctions de la première 
espèce ou bien les déduire des autres. 

Je joins ici la démonstration des théorèmes ci-dessus énoncés et 
plusieurs développements relatifs aux méthodes exposées dans les 
paragraphes IV, V et VI de la présente section. Pour plus de clarté, 
j’appliquerai ces méthodes à divers exemples et particulièrement à la 
détermination du nombre des racines réelles dans les équations géné¬ 
rales des cinq premiers degrés. 
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DEUXIÈME SECTION. 

DÉVELOPPEMENTS ANALYTIQUES. 

Théorème I. — Soient <s(x) — o, f(x) = o deux équations diffé¬ 
rentes, la première du degré m, la seconde du degré n. Supposons que 
l’on substitue successivement dans le polynôme f(x) toutes les racines de 
l’équation ®(a?) = o et qu’on fasse le produit des résultats; qu ensuite 
l’on substitue dans le polynôme oÇx) toutes les racines de l’équation 
f(x) = o et qu’on fasse encore le produit des résultats. Les deux produits 
ainsi obtenus seront égaux et de même signe si l’un des deux nombres m 
et n est pair; ils seront égaux et de signes contraires si les deux nombres 
m et n sont tous deux impairs. 

Démonstration. — En effet, soient respectivement a, (B, y, ... les 
racines de l’équation <p(a?) = o et a, b, c, ... celles de l’équation 
f(x) = o. Supposons de plus, à l’ordinaire, que la plus haute puissance 
de la variable dans chacune des fonctions f(x) et y(x) soit positive 
et ait l’unité pour coefficient; on aura 

f(x) =z(x — a) (x — b) (x — c)..., 
y(x) = (x — ot)(x—P)(x — y)... 

et, par suite, les deux produits 

/(«)/(P)/(y)---. 

<?(a)<p(b)q(c). . . 

seront respectivement égaux, le premier à 

(a — a) (a — b) (a — c).. .((3 — a) ((3 — b).. .(y — a)... 

et le second à 

(a-«)(a-p)(a-y)...(ô-a)(i-p)...(c-a).... 

Sous cette forme le second produit.a ses facteurs égaux et de signes 
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contraires à ceux du premier, et comme le nombre de cos mêmes 

facteurs est mn , on aura 

ce qui vérifie le théorème énoncé. 

Corollaire I. — Si l’on élimine x : i° entre les équations 
o{x) — o, y + f{x)=io-, 

2° entre les équations 

f{x) = o, y-+y(x) — 0 , 

les deux équations en y résultant de cette double élimination auront, 
au signe près, le même terme constant. 

Corollaire II. — Désignons, en général, par f n (x) le polynôme 

x ll +- na l x rl -' -+- n( - j ~ 2 — a;' 1-2 +... ■+■ na n - t x -+- 

/„_,(#) désignera le polynôme 

x a-i _!_(/!_ i )a l x n ~ ï -+- — ~~—— a t x n — i -Y .jî +- d n -i, 

et comme on aura, dans ce cas, 

f n {x)z= nf n ^{x), 

l’équation 

(O /«(■*) = o 

aura pour dérivée la suivante 

( 2 ) ■ f n - l {x) — 0 . 

Si maintenant on désigne par 


X„ x„ 


• • • > 


X, 
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les racines de l’équation (t) et par 

X l9 X *> 9 . . . , Æji—Î 

« 

celles de l’équation (2); l’un des nombres n, n — 1 étant nécessaire¬ 
ment pair, on aura, en vertu du théorème précédent, 

fn ) fn (#*) • • -fn( x n-l ) — fn— 1 (X, ) f n ~\ (X 2 ) . . . fn-l (X,j_,) f n —x (X„), 

ce qui vérifie la seconde partie du premier théorème énoncé dans le 
paragraphe YII de la section précédente. 

Théorème II. — Conservons la même notation que dans le second 
corollaire du théorème précèdent; soient, en conséquence, 

f n {x) — o 

l’équation proposée et, par suite, 

fn-i (x) — o 

sa dérivée. Concevons, de plus, que l’on forme une nouvelle équation qui 
ait pour racines les carrés des différences entre celles de la proposée. Le 
dernier terme de cette nouvelle équation sera égal, à un coefficient numé¬ 
rique près, à chacun des produits 

fn ( *1 ) fn ( «2 ) • • - fn Ow -1 ), fn-l ( X, ) ( X 2 ) . . ( X„_, )/„_,( X„ ). 

Démonstration. — Le dernier terme de l’équation aux carrés des 
différences entre les racines de la proposée sera 

(_ (X, — XO*(X, — X3) 2 ... ( X„_! - X.)*. 

Ce même terme pourra être considéré comme formé par la multipli¬ 
cation de n produits differents qui seront respectivement 

(X.-x.hx.-xo-.-IX.-x»), 

(X 2 -X,)(X 2 (X 2 -X„), 


(X„— X,) (X„— X,).. .(X„— X re _ 1); 
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d’ailleurs, le premier de ces produits est égal à 

le deuxième à . ' 

/,;(x 2 )=r«/, t _ t (x 5 ), 

.? 

le dernier à 

/;(X a ) = /*/»- 1 (X J ,). 

Le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre les 
racines de la proposée pourra donc être représenté par 

n ' 1 ) /„_,(X,). . -fn -1 (X„). 

Ce dernier terme sera donc égal à chacun des produits 

fn —i (X t ) fa-i (X 2 ). . ./ n -t(X s ), f n (X j ) fn( x ï) ■ • • fn( x n~ \ ) 

multiplié par le coefficient numérique n n , ce qui vérifie en totalité le 
premier théorème énoncé dans le paragraphe YII de la précédente 
section. 

Corollaire I. — Soit toujours f n (ac) = o l’équation proposée. Pour 
obtenir le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre 
les racines de celle-ci, il suffira d’éliminer x entre les deux équations 

/»-!(«) = o, J+ /„(«) = o 

et de multiplier ensuite le dernier terme de l’équation résultante par n n . 
On obtiendrait encore, mais à un coefficient numérique près, le terme 
dont il s’agit si l’on cherchait la condition nécessaire pour que. les 
deux équations 

/»(«) = o, /»- 1 (^) = 0 

puissent être en même temps satisfaites. 

Problème I. — Etant donnée une équation quelconque du degré n, 
trouver le dernier terme de l’équation qui aurait pour racines les carrés 
des différences entre celles de la proposée. 
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Solution. — Soit toujours 

/«O) = o 
ou 

x" H- na t x n ~ 1 h- n .. .-h na n —, x -h a n — o 

l’équation proposée. On commencera par éliminer x entre les deux 
équations 

f„(x)=z O, /„-!<>) = O 

et l’on obtiendra par ce moyen une fonction des coefficients 

qui sera nulle toutes les fois que les deux équations précédentes seront 
en même temps satisfaites. Désignons par B„ la fonction dont il s’agit 
et par A„ le dernier terme cherché. Les deux quantités A„, B„ seront 
égales à un coefficient numérique près; et si l’on désigne par A ce 
coefficient, on aura 

A„=:XB n . 

Cette dernière équation devant être satisfaite, quels que soient les 
coefficients a.,, ..., a n de l’équation donnée, aura encore lieu, si 
l’on suppose 

(X\ — Oy Cl 2 — Oj • • . j ^ • 

Supposons que, dans ce cas, B„ se change en (3. Dans la même 
hypothèse, on aura évidemment 

A „ = n n . 

En effet, les deux équations 

fn- 1 (^)= 0 , . 7 +-/*(•*) = ° 

devenant alors 

æ n ~~\__ y + a?» + I iz O, 

l’équation en y, résultant de l’élimination de x entre les deux précé¬ 
dentes, sera 

(J+ ,)«-> —O, 

et, le dernier terme de cette équation étant égal à 4-x, en le multi- 


“° mémojre sur la Détermination 

pliant par n n on aura 

r> . A 

Far suite, on trouvera 

-s n n 
A ~~ 

et 1 on aur a, en général. 


A - „ 

— n n~à~> 


t ce que devient B„ quand on v suppose à la fois 

a i = o, « 2 — o, . _ __ 

’ a n~i — O, «n — J. 

Maire /. - Au heu d’éliminer ar entre les deux équations 
/»(«)-o, ^ /„_,(*) = 0f 

011 PeUt I,éliminer entre ^s deux suivantes 

fn{& — ) zn 0, fn—\ {æ _ a) _o 

“-ïî:rs;,:”rv"--*<■ 

ailleurs, si 1 on fait, en général. 


on aura ^ a i)~b K , 

/»(—«! ) 

/»("«,) ^n(n~ l)bn ^ 

/ n n) (—«!> =«(«-!)... 3 . 2 . iV 

De plus, comme on a 

' t -f'l-"t)=-a l + a l= =o t i #=I> 
es deux dernières équations se réduiront à 

= Jî“(-^)=,. a .3.. 
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Cola posé, on aura, par le théorème de Taylor, 


z* / v /i ( n — i ) _ 

fn ( X — C( x ) Z=z x n H- ~[~^2 — ^ h œ 

n ( n — i ) ( n — 2 ) 
1.2.3 


b%x n ~ 


■b n ~i& + b» 


r / \ " „ 1 ( n — i ) ( n — 2 ) , 

J n—i ( x — a x ) =zx 1l ~ x -+- ~-J—- J b 2 X n ~ 


( n — 1 ) ( n — 2 ) ( n — 3 ) 
1.2.3 


h. . . -H b n _ 


et, par suite, 


fn(æ — a x ) — x jn—i ( & a v ) 


■ (n — 1 ) 


bot r n 


— (» —aH« —3) b. 


I 2 


I . 2 


— a?'*"" 4 -K . . 






/> — 2 /1 — 1 


Si l’on fait, pour abréger, 

/»(•* — «1 ) — æfn~i (X — = —l)fn-s(^) 

et 

on trouvera 


H- (« — 2 )c„_ s ic 4- c,,..,. 


Enfin il est aisé de voir que l’élimination de la variable x entre les 
deux équations 

f n .^{x — a x ) — 0 , |’„_î(a;) = o 

doit conduire au même résultat que celle de la même variable entre les 
deux équations- 

—«l) = O, —«i)= O. 

On obtiendra donc l’équation de condition cherchée si l’on élimine x 

OEiwrcs de C. — S. II, t. 1 . 26 



m .mémoire sur la détermination 

entre les deux suivantes 


| x »-i + {a — ûoi —— c,#"' 


‘H- 


(n — i)l.« — a) 0> — 3) 


J . 9. 


2 c 2 æ r ' 


(3) 


(4) 


n — r 

i 


( II -3 ) C n -;i X “f" ( H - 2 ) C n - 2 


C x X n 


n — 2 * 


- C-2 X rc 


{n — a) (n — 3) ^ ^ 
1.2 2 


0,1 - 2 OC H- C n —i —- O. 


Si l’on désigne par B„ = o cette équation de condition et par p <t 
( jue devient B„ lorsqu’on suppose 


Cl ^— O j CL^ — , 


O, a n z-in 


/^-^représentera le dernier terme de l’équation aux carrés des dilïe- 

r 

rences entre les racines de la proposée. 


Premier exemple. — Supposons l’équation donnée du deuxieme degrr 
et soit fï(oo) ~ o ou x 1 -f- 2 a i x -h a 2 = o cetle même équation. Si l’on 
fait comme ci-dessus 


on aura 


//■(—«!) = 0‘“ O^V 1» 

Ci = fs(~~ ) = «a— «î- 


De plus, les équations (3) et (4) se réduiront a 

(3) x n: o, 

(4) 

La dernière de ces deux équations, étant indépendante, de x, sera elle- 
même l’équation de condition cherchée. On pourra donc supposer 

13 2 -— C j (X 2 — <9 ~ , (3 I 

et, par suite, le dernier terme de l’équation aux carrés des différences 
entre les racines de la proposée sera 


À,™ 2 2 Ci — — 4(«i — a 2 ). 
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Deuxième exemple. — Supposons l’équation donnée du troisième 
degié et soit f s (x) = o ou x 3 -t- 3a t x~ -+- 3eioX -t- — o cotte même 

équation ; on aura 

C \ — fï{ a i ) — #2- «f , 

2 C.) — ( €i | 3 d.\ -+- 2 fïj. 

De plus, les équations (3) et (4) se réduiront à 

(3) — o, 

(4 ) c ,-r +0 — 0 . 


Si l’on élimine x entre ces deux dernières équations, on obtiendra 
l’équation de condition suivante 


On pourra donc supposer 
D’ailleurs, si l’on fait 


c 2 —}~ C | — O. 

13 3 — c \ H- c . 


on aura 

Par suite, 


ct x ~ :0, «2— O, Cl :i == I, 


Ci=o, 


1 

c» = ~- • 

2 



et le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre les 
racines de la proposée sera 

A î =a*3*(c*4-c*). 

Troisième exemple. — Supposons l’équation donnée du quatrième 
degré et soit f t (x) = o ou x k -t- ^a t x 3 -t- 6a. 2 x- + 4a s x -t- a h — o 
celt(“ même équation; on aura 

Cl —/ 2 (— a t ) — «2— a\, 
zc,= f 3 {— «,) — « 3 — 3 «,«.,+ 2 ci\, 

3c 3 —/ 4 (— a x ) —■ « 4 — 4a 1 i7 3 4- &a\a 2 — 3 «J. 
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De plus, les équations (3) et (4) deviendront respectivement 

(3) JE 3 -]- oc r r -j- O, 

(4) Cj JE 2 -f- 2 C^X +• O. 

Si l’on désigne par x { , x.,, x 3 les trois racines de l’équation Çi) et 
par B., = o l’équation de condition cherchée, on aura 

R 3 = (c, arj -t- 2 C,j?, 4 - c 3 ) (c^; -+- 2 C,A.+ c 3 ) (>,./■- -h a tvn, h- r :1 ). 
D’ailleurs si l’on fait, pour abréger, 

c\ c t c 3 =y, 

on aura 

c,a; 2 + 2C s x -+- c 3 =: — (c t a; + C-, -h /'-) (evr ~i~ c.,- - J"’). 


Par suite, la valeur précédente de B 3 sera égale au produit dos six fac¬ 
teurs 

l. .1 1 

Cj^ + Cj-i-/ 2 , C,x 2 -j-c. 2 -h/ u , c + c, -h J-, 

1 1. I 

c l ,r l -t-c i — /-, c,or s -t- c,— /*, c,.r ;i -a- c,--/ 2 


divisé par c; 1 . Le produit des trois premiers facteurs est, en vertu de 
l’équation (3), égal à 

(co -t- J' 1 ) +3 c\ (c 2 -+-/-) — 2 fj C 2 
= <*(cj + c» ) -H 3c,/ + /*[3 (c 2 h- cï ) -t- /1. 


De môme, le produit des trois autres facteurs sera 

c ï(c!-t-c?) + 3c s /— J' 1 [3 (cl -t-c'i' ) +/|. 

On aura donc 


_ [ c a( c I + c 'l ) + 3c,/]- — ,/'[3(c; H- c'\ ) -h / p 

3 - ' g3 ' - 

C 1 

ou, si l’on fait 


C 2 H cf — g, 

R _ c!(A->-3/) î -/(3^ + /) 2 

_*(S'+3/)*-/(3, ? + /)* . „ 

-gà- (g + Zj) 1 -- 


■/v 


(a-i - W 
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Si Ton restitue à la place des quantités / et g leurs valeurs 
c\ — c x c 3 et c- + cj, 

on trouvera 

or - f 

- - C] -h g 3 y -- 4^2 3 Cj H- c f 

C 1 

et, par suite, 

B 3 “ ( H- cj )’* — (4 c\ — 3 c l c z H- c\ )' 1 . 

Si Ton suppose dans cette dernière équation 

«jizrO, Cl2=0, Cl 3—0, I, 

on aura 

i 

Cj “ Oj Co O, 6‘;j— 

et, par conséquent, 

O â 

Par suite, le dernier terme de l’équation aux carrés des différences 
entre les racines de la proposée sera 

A t — 3 3 4‘[( c 3 -+- c? ) 3 — (4c* — 3c, c„ -h c : * ) 2 J. 

Corollaire II. — Désignons, en général, par K„ le produit des diverses 
valeurs que reçoit la fonction / ( ,_,(a?) lorsqu’on y substitue successi¬ 
vement pour x les diverses racines de l’équation 

a,) = o 


et par a ce que 

devient K„ quand 

on y fait 


«1=0, 

11 

O 

» 

II 

O 

..., 0, 

a n ~ 

On pourra, dan: 

s l’équation 

13 „ 



A,,-— 

n" —, 

(3 ’ 


supposer 




ft/i —— 

P —y.. 


D’ailleurs, si l’on fait 



#1= o, 

Cl o — O, &■£ — 0, 

. . ., Cl n ^ j nr 0, 

a n = 
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on aura évidemment 


C l — O, C 2 =Z O, 


C /2 __ 2 — O, c n 


{X - ff, ) = (or) = *»-«, -p) _ Cb _ 

°t* par suite, 


/Z - I 


On aura donc aussi 


(n — i 


V " in '' r “““ dC1 ' m,lrn équation sur chacun des exemple 
'apportes « -dessus. Si l'on fait successivement 


cn trouvera 

«-2, n — 3> /l = 4> /l = 5> 

A* — i 1 2 2 K 

ItT 


K *=C 1 , 

co 

II 

K 3 —c 3 + c 3 , 

A 4 = 3 3 4 ‘K 4 , 

K 4 = (cf 4 - C 3 y — ( 4 c| — 3 CJ c 3 4- c 3 ) 2 , 

A. = 4 * 5 %, 

K 3 =C 4 — 4. j 5 Cj £ 2C 3 


+ 6 c î (l 5 Cl ci + IIOCÎCÎ _ 43c?CiH _ 45cîCj+36c?) 
+. 4 c 4 ( 3 i 5 c*c,c*+ i6oc*c* 

— j 3 d e, c 3 — 945 Cl c| C;! - 270 cJ c, c 3 4- 43 2 c») 

2 **^ C u SlOCj C 3 -+- 243 oCj C; C 3 

4 - 675 cj cjj i2io c* c 3 2 — 450 c\c\cl. 


caufe i8 " e " 1 f *“ der " ierS ‘ ermCS llcs aux 

d'ffeiences entre les racines des équations suivantes 

■z--h- 2 ■+- a,= o, 

*' + 3a i x* + 3 a t x +a 3 =o, 

+ 4a,^+ 6ffl iaf î + 4«3^ 4-^ — 0, 

^ -f-5 ioac>4r 3 4-(o<7 7*2 i ^ 

*-î-IOa 3 ,X + - n 
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t't l’on a de plus 

c t = — a\, 

2 = « 3 — 3 «j a. 2 -+- 2 a\, 

3 c 3 —a t — 6«j« 2 —3aJ, 

4 e 4 = «;—Srtja^-t- io «5 «3—loaij^î-t- 4 «f, 


Si les équations données n’avaient pas de second terme ou si l’on 
supposait fï| = o, on trouverait simplement 

i i i 

Cj .—. Ci 2y C 2 ~ ££3y C3 "ô" ^ 4 ? ^4 ^01 .... 


Théorème III. — Supposons que Von garde la même notation que dans 
le théorème IL Soit toujours 

fn(<r) = O 

Véquation donnée . Soient X<, X 2 , ..X n différentes racines et 

/«- 1 (^) = o 

Véquation dérivée . Enfin désignons paro{x) une nouvelle fonction ration¬ 
nelle et entière de la variable x. La somme suivante 

?(X 2 ) , o(X 2 ) ?(X„) 

/«-i ( x 2 ) ^ /»-* (X,) ^ A-, (XJ 

sera nécessairement une fonction rationnelle et entière des coefficients de 
la proposée. 

Démonstration. — Supposons, à l’ordinaire, 

f n (æ) = na v x ll ~ x -h *- « 2 4T ;i ~ 2 h- . .. -h na n - x x -H a n . 

et soit, de plus, 

0 (.r ) = a + (3.2? 4 - y# 2 -K . . H- £j? n " 2 ■+■ -4- /juz?” H- vj?" +i -H.. .. 

Enfin, désignons par N la somme cherchée. Si Ton réduit au même 
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dénominateur toutes les fractions dont cette somme se compose, le 
dénominateur commun, multiplié par /?", sera, en vertu du théorème II, 


égal à 


(-0 2 tX.-XO’lX, —X,) J ...(X„ 


\„)A 


De plus, si l’on fait usage de la notation adoptée dans l’un des pré¬ 
cédents Mémoires (voir p. 90 ), on aura 

(Xi—Xj) (X,—X 3 ).. ,(X„..,— X„) =: 8(rh X" *X* *...XS» 

et, par suite, le dénominateur commun de toutes h*s fractions sera 
représenté par 


( —i 


-[S(±-xr‘xr’.-.x;;)!*. 


Quant au numérateur de la première fraction, il deviendra égal à 

?lX I )/ (l _ 1 (X i )/„_ 1 (X 1 ). • X„I. 

D’ailleurs, le produit/^X^/^X,).. ./„_,(X„), multiplié par /," 
se trouvera formé des mêmes facteurs que le dénominateur commun. 
Seulement, chacun des facteurs 


X, X 2 , X,— x„ 


Xi— x 


n 


n\ sera élevé qu à la première puissance. Cela posé, on reconnaîtra 
facilement que ce même produit est décomposable en deux autres, dont 
I un, ayant pour facteurs toutes les différences qu’on obtient en dispo¬ 
sant les racines de l’équation donnée suivant l’ordre de grandeur de 
leurs indices et retranchant successivement de chacune, d’elles toutes 
celles qui la précèdent, peut être représenté par 


(N. X,)(X 3 — XQ.. ,(X„ — X,)(X 3 — X 3 ).. .(X„— \ 

n ( n — 1 j 

^(-i) 2 s(±xr>xr 2 ...x») 


) 


et dont l’autre, ayant pour facteurs les mêmes différences prises en 
signe contraire, à l’exception toutefois de celles qui renferment la 




209 


DU NOMBRE DES RACINES RÉELLES, ETC. 
racine X,, pourra être désigné par 

(\ 2 — \ 3 rx 2 — \ 4 )...(X â —x„H\ 3 —x*)... ( x n .x„) — S(±xr î x' , - s ...\;i). 

Par suite, le numérateur de la première fraction se trouvera représenté 
par 

<- r ) 2 ^ S(± xr 1 xr 2 ...) ©(X,) S(± X"- 2 xj ' 3 ...X" ), 

et la somme des numérateurs de toutes les fractions semblables par 

t- if" 5 ""*s (± X ?- 1 x; 2 ...x» ) s[± <?( x t ) s (± xr 2 xr 3 ... x;; >|. 

En divisant cette somme par le dénominateur commun, on aura 
pour la somme de toutes les fractions 

N _ „ sr±<p(x 1 )S(±x; -»x; 3 . ..xn. 

“ S(±Xf , X'"- î 'Xr*...X!;r 

11 sera maintenant facile d’obtenir la valeur de N. En effet, si l’on 
remet pour <p(X,) sa valeur 

ce - 1 - {3X. y X; -S- . . . -f- ÇXÏ ’ H~ }\ X" 1 H- p.X" vH-..., 

on trouvera 

SfHz^XOSCrtXr-X'f *...XJ)| 

= S[± ( « •+• (3X, + y X* + ... + ÇX'/- ! -h 1X1 1 -H pX'} + vX" +I +...) 

xs(±xrxr...x;)i 

- a S(±x;xr ! xj- j ...x:) -+-|3S(±:Xjx''- 2 xr 3 -.-x / 0 ,) 

+ . 

+ k s (± X '/- 2 xr 2 xr 3 ... x® ) + x s(± xï- • x;-* x;- *... xr 
+ f*st±x?xr 2 xr 3 .. • x®) -+- v s(± xr 1 xr 2 xr 3 ...x» j 

H-.. 

Les premiers termes de la série précédente, jusqu’à celui qui a 'Ç pour 
coefficient, sont évidemment nuis; car si l’on désigne par r un quel¬ 
conque des indices i, 2 , 3, ..., n — 2 , on aura toujours 

S(±x';x ''- 2 X 3 - 3 ... x,“ ) — o. 


QEuvres de 6’. ■— S. II, t. I, 


27 
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De plus, si l’on désigne par r un nombre entier supérieur à n — 2, 

l’expression 

S(±XïXi"*Xi' 

sera, en vertu des théorèmes établis dans le Mémoire déjà cite {voir 
p. 110 ), divisible par 

s s(±xr*xr*x; 

et, si l’on représente par N r le quotient, on trouvera 
N„ — X! -+- X, -+-... -t- X ;i ~ S" (Xi ) ——M|, 

V, = X* + XJ+ ... + Xj X, +.. . = S" (X*) ■+• S"(X, X,) = n*a* - - " ‘ ) «■„ 


Delà posé, la valeur de N précédemment trouvée deviendra 
N — , *ÙN„_ I +-fiN ;l -)-vN œ+I +...) rr „[x — />a l jx-\- n^na \— . 

Lelte valeur sera donc une fonction rationnelle et entière des coofli- 
eients de la proposée, ce qui vérifie le second théorème du para¬ 
graphe VII de la première section. 


Corollaire I. Si la fonction o(x) est, par rapport à x, d’un degré 
inferieur à n - i, 0U si l’on a simplement 

?( x) ■= ot -+- {3a: -+- yx- H-. .. + £#«-*, 

la somme N sera nulle, quelles que soient d’ailleurs les valeurs de a. 
r*- T' •••»£, et l’on aura par suite 


, ?(x,) 


<P(X») , 
/»-i(X„) 


zz O. 


m> mre U* Si I on suppose en même temps 

„ + **’ + ... + Ça!»-* h- **»-• 
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il suffira, pour déterminer la valeur de N, d’avoir égard aux termes 
de o(æ) qui renferment des puissances de x supérieures à n — 2 , et 
l’on aura par suite 


_ ddX.,') 

J n -1 (.X.! ) fn-i (Xj ) 


+(X.) 


J(X„) 

f n — \ ( X„ ) 


1 1 , n — 1 

A — «a, (2 -+- /l I na~ x -rt 3 ) y —. . . 


Corollaire Jll. — Soient toujours f„(x) — o l’équation proposée, 
,(a?) = o sa dérivée et x ,, a?,, .. x„_, les racines de cette dernière 
équation. Si l’on fait 


N' 




9 ( oc* ) 


1) .//(--2 ( ^*2 ) 


__Ç(£h-jJ_ 

J rl—î ( 'V/i — 1 ) , 


on aura 

N' = ( n — 1 ) J Ç — ( n — 1 )«, X -s- ( n — 1 ) 


(n -0«i— 


En effet, pour déduire la valeur de N' de celle de N, il suffira évi¬ 
demment de changer n en n — 1 et de remplacer X par if, p par À, 
v.par [x, etc., c’est-à-dire le coefficient d’une puissance quelconque 
de x dans <p(;r) par le coefficient de la puissance immédiatement infé¬ 
rieure. 


Corollaire IV. — Si dans le corollaire précédent on suppose 


9 (•«) = /«<»> 

on aura 

„ n ( n — 1 ) 1 

Ç =-- eu, A = na t , f* = 1 

2 

et, par suite, 


J n ( X | ) ^ J n ( r.j ) 

Jn--i (Xi) 


fn(Xn-i) 
J n~ï ( X n _ 1 ) 


= (« — 0 s («s—a?)- 


« 1 = -S'^xo, 


a 2 : 


n(/> — 1 ) 


S»(X,X,). 


On a d’ailleurs 
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et, par suite, 

- (« - o *( a ,- aj ) ~ '±=1 

ce qui vérifie le théorème III de la section précédente (paragraphe VJ1). 

Théorème IV. — Soit toujours fffx) -- o iéquation proposée. Soit , de 
plus, '}(•£) une fonction rationnelle quelconque de ce et supposons que 
l’élimination de x entre les deux équations 

o, Ç — ^i) 

donne pour résultat l’équation 

<->• 

Si l’on désigne par A, t le dernier 'terme de l’équation aux carrés des 
différences entre les racines de la proposée et par a le dernier terme de 
l’équation aux carrés des différences entre les racines de o(jC) o : le 

quotient ■£- sera toujours un carré parfait. 

Démonstration. — Eu effet, soient X,, X,. \„ les racines do la 

proposée; on aura 

n ( n — I ) 

A»=(-0 2 [(X 1 -N 1 )(X 1 -X,)...(\„. \„)|% 

n(n — l) 

“ =(-0 2 1[<HX I )-<HX 1 )][VKX 1 )i|{ s 

et, par suite, 

' iL'_r 'KXi)-t(X,) i|,(x,)-»a.> «x. .) 

A. L x,-x, x,-xr-.• 

D’ailleurs, le produit 

jdXiI-^lX;) ■KXQ-^ tX,) + ( X„ ,)-<},( X„ ) 

x,-x 2 x, x, 

est évidemment une fonction symétrique des racines de la proposée; 
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rar il ne change pas de. valeur lorsqu’on échange entre elles ces mêmes 
racines. 11 peut donc être remplacé par une fonction rationnelle des 

coefficients de l’équation donnée et, par suite, ~ sera le carré de 
cette même fonction. 

Corollaire. — Quel que soit le degré de l’équation donnée, le pro¬ 
duit des carrés des différences entre les racines de chacune des équa¬ 
tions auxiliaires en vol, z aura toujours le meme signe que le produit 
des carrés des différences entre les racines de l’équation dérivée. 

Problème II. — Déterminer le nombre et l'espèce de racines réelles 
d’une équation du degré n. 

Solution. — Pour plus de commodité, supposons ici que ni l’équa¬ 
tion‘donnée ni aucune des équations auxiliaires que l’on est obligé 
de former n’aient de racines égales entre elles ou à zéro. Soient tou¬ 
jours f„(x) — o l’équation donnée et/„_,(a?) = o sa dérivée du pre¬ 
mier ordre. 

La fonction dérivée du second ordre de f n (æ), savoir /,"(#), sera 
de, même signe que ■ et, par suite de la méthode exposée dans 

le paragraphe II de la première section, il suffira, pour obtenir le 
nombre des racines réelles de la proposée, d’éliminer .v entre les deux 
équations 

y J’n (, ce ) f (-r )—o, —o 

et d’ajouter une unité à la différence entre les nombres de racines 
positives et négatives de l’équation en y résultant de cette élimination. 

D’ailleurs, en vertu de la remarque faite plus loin, paragraphe VII, 
on peut remplacer le produit 

/«(■») /ll-s(^) 

par la fraction 

fn-t(œ ) . 

Jn(-V) 


Par suite, le nombre des racines réelles de la proposée surpassera 
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cl’unc unité la différence entre les nombres de racines positivi 
négatives de l’équation en y qu’on obtient par l’élimination de x < 
les deux suivantes : 

y j'n{x) •+•/«-•)(■*') = O, — O 

ou, ce qui revient au même, entre les deux suivantes : 

y fn(x — r/ 1 ) -t- (a; — a x ) — o, /„_,(•* — «0 = 0 . 

De plus, si l’on fait usage de la notation adoptée ci-dessus (vo 
problème I, corollaire I), on aura 

fn (X — a l ) — xfn~ 1 (x — «1 ) + ( « — ' ) ; 

et, par conséquent, si l’on suppose (x — r?,) = o, on aura i 
plement 

fn(x — «0 = O — l)l’n -«(«■)• 

On pourra donc, en faisant abstraction du facteur numérique n - 
remplacer la fonction f n Çv — a,) par [’„-:>(•»); ( l’°d il suit que, j. 
obtenir l’équation auxiliaire en y, on pourra se contenter d’élimin 
entre les deux suivantes : 

yf«-a(^) +- fn-»(x—a ,) = o, ,(.r — a,) = o. 

De même, pour obtenir l’équation auxiliaire en z, il suffira d’élimin 
entre les deux qui suivent : 

s fn-s(^) + (x — «, ) fn-î{x — a x ) — 0, /„_! (.r — «,)=: 0. 

Les deux équations auxiliaires en y et s étant ainsi formées 
l’on détermine pour chacune d’elles la différence entre le nombre 
racines positives et le nombre des racines négatives, la première 
deux différences obtenues sera inférieure d’une unité au nombre 
racines réelles de la proposée et la seconde sera inférieure ou si 
rieure d’une unité à l’excès du nombre des racines positives su 
nombre des racines négatives, suivant que le produit 
négatif ou positif. 
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En appliquant aux équations auxiliaires les mêmes.raisonnements 
qu’à la proposée elle-même, on finira par obtenir les fonctions des 
coefficients 

Ct\, fl-'h fl%y • • •> Cl n —\? An 

qui déterminent le nombre et l’espèce des racines réelles de l’équation 
donnée. 


Premier exemple. 
et soit 


Supposons l’équation donnée du second degré 

x~ H- 2 a { x h- a 2 = o 


cette même équation. Si l’on fait comme ci-dessus (problème l) 

c l =za. 1 — a \, 

on aura 

/«-lO — ) = X, ■ f,i-l{x — «i) = C j. 

Ainsi, pour obtenir les équations en y et s, il suffira d’éliminer x : 
i° entre les deux équations 

c,/4-i = o, x — o; 

2° enti'c les deux équations 

— a i~o, .r — o. 

Les équations auxiliaires en y et s seront donc respectivement 


Par suite, la différence entre les nombres de racines positives et néga¬ 
tives sera, pour l’équation en y, -+- i si oii e, est négatif et — r dans 
le cas contraire. La même différence, pour l’équation en s, sera -t- r 
si — ou a, c, est positif et. — i dans le cas contraire. De plus, si l’on 

veut passer de l’équation en s à la proposée, il faudra augmenter ou 
diminuer la dernière différence d’une unité, suivant que le produit 
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a<a, sera négatif ou positif. Cela posé, si l’on convient de remplacer 
constamment par + i les fonctions des coefficients de la proposé»', qui 
obtiennent des valeurs positives, et par — i celles qui obtiennent des 
valeurs négatives, on aura, pour déterminer le nombre et l'espèce des 
racines réelles de l’équation 

æ- + 2 a v x h- a . 2 = o, 

les quatre fonctions 

i, — e,, a i c l , 

la somme des deux premières fonctions devant toujours être, après le 
remplacement dont il s’agit, égale au nombre dos racines réelles de 
l’équation donnée et la somme des deux dernières à l’oxeès du nombre 
des racines positives sur le nombre des racines négatives. 

Le nombre des racines réelles étant déterminé par les doux fonc¬ 
tions i et — c { — à] — a 2 dont la première est toujours positive, il y 
aura deux racines réelles si a] — a.. est aussi positive ; il n’v en aura 
point dans le cas contraire. Dans cette dernière, hypothèse, a., sera 
nécessairement positif et, par suite, les deux fonctions — a, -l- <7, c, 
seront de signes opposés; mais, dans le premier cas, c, étant négatif, 
les deux fonctions — a,a.,, et, par suite, les deux racines réelles 

de l’équation donnée seront de même signe ou de signes contraires, 
suivant que a, sera positif ou négatif. Enfin ces racines, supposées de 
même signe, seront toutes deux positives si a, est négatif et négatives 
dans le cas contraire. 


Second exemple. — Supposons l’équation donnée du troisième degré 
et soit 


x 3 -h 3 a y x--\- <7 3 = o 


cette même équation; on aura, dans le cas présent, n — 3, et si l’on 
fait, comme dans le problème I, 

— a\ y 2 Cç>~a 3 —3 a { a» 4- 2 a\, 

on trouvera 


j /»— 2 ( ^ & 1 ) — , 


fn —1 (•# Cl i ) — 


| n —2 ( ^ ) '—■ 0\X C. 2 . 
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l >ai l )0ur «iblcnii* les équations auxiliaires en y et 5 , il suffira 

il éliminer x : 1" (Mitre les doux équations 

y ( <?i x -f- <? 2 ) x izz o, x- -f- Cy un o ; 

2 ° onlro les doux équations 

g ( c t x -f- c\ ) ■+■ x(x — a y ) = 0, x- Cy = o. 

On lin 4 do la promioro 

x — ~~ c * y_ 

c 1 >' H— x 

De plus, si dans l'équation 

:{c v x -+- c. 2 ) + x- — a x x = o 

on remplace x- par — c,, on en déduira 


Si l’on substitue successivement les deux valeurs précédentes de x 
dans i’équalion 


.£'-•+ C, ~ O, 


on aura les doux équations suivantes en y et s 

( r; -+- c '\) r s H- 2 ef y + e, — o, 

(>ij -I- — 2Cj (roCj -+- c,)s + c, (a\ + c, ) = 0. 

Il ne reste plus qu’à déterminer pour chacune d’elles la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives. Or on a déjà fait 
voir que, relativement à l’équation 

x- -4- 2 et y x h- ei%~ o, 

la même différence était déterminée par les deux fonctions 

— et y et — a \( a \ — a a)- 

D’ailleurs, pour passer de cette dernière équation aux équations auxi- 

28 


OEiiercs de (\ — S. Il, l. I. 
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üaires en 7 et s, il suffira évidemment de remplacer les deux ([nan¬ 
tîtes «, et a 2 


i° 


2 ° 


par 

par 


2C\ 

c i -+- c î 


CL 



— 2c l (a 1 c l -h C.,) 


C*-+- C 


1 


Cl 


C[ ( Cl j -+- Cj ) _ Cj ( ( -1 

c\ c 'i “I" c ‘ [ 


Quant à la quantité 


a\ — a 2 


qui, relativement à l’équation 


2a i æ -f- <r / 2 = o, 


représentait le quart du carré de la différence entre les deux racines, 
elle devra être remplacée par la mémo fonction dos racines des (‘([na¬ 
tions auxiliaires en y et z; et, par suite, en vertu du (héorèmo IV, on 
pourra lui substituer immédiatement le quart du earré de la différence 
entre les racines de l’équation 

CC- + Cj= O, 

c’ost-à-dire la quantité — c,. Cola posé, si l’on l'ail abslraetion dos 
facteurs carrés qui n’ont aucune influence, sur les signes e( que l’on 
change les diviseurs en multiplicateurs, les deux fondions 

— «1«2, — — (/.,), 


se trouveront remplacées, pour l’équation auxiliaire en y, par 

Cl, c l ( cl -t- c}) 

et, pour l’équation auxiliaire en z, par 


et* (g? j c l -f- Co), ( t ci l Cj -H -H c‘l)' 

Il est aisé don conclure que le nombre cl l’espèce des racines réelles 
de l’équation 

-+- 3 a 1 -t- 3 X -+- a 3 ru O 


!>i nomiîhh des hacixes iiéelles. etc. bit) 

MTual déterminés par les six fonctions 


'V-'- _ ( ¥| + Cj)(f ; + eî)i 

Lorsque dans cha(|ti(> ras particulier on aura remplacé celles «les 
(ourlions précédentes qui seront posilives par -f-, et celles qui seront 

uegativos par i. la ..les (rois premières donnera le nombre 

des raeines réelles de la proposée et la somme tles (rois dernières la 
diileronrc entre les nombres de racines posilives et négatives. 

11 est bon de remarquer qu'à la fonction on peut substituer 

'>.o,e r | ■>,r, -o t o. 2 . 


en sorte que les trois fonctions qui déterminent la différence entre le 
nombre des racines positives et le nombre des racines négatives peuvent 
être pres(‘iilees sous la forme suivante : 

"é", "i"*). . («3 + 0?). 

Des trois fondions 

>- ' C„ c,(c* 4-cJ) 

qui déterminent b* nom lire dos racines réelles, la première, i, est tou¬ 
jours essentiellement positive. De plus, les deux autres no peuvent 
etre a la lois négatives; car, si la deuxième est négative, la troisième 
sera évidemment positive, lin lin, le produit des deux dernières fonc¬ 
tions étant égal à cj( c“-t-c, ), ce produit sera négatif et les deux 
fonclions de signes contraires si cl -f- c, est, positif; le même produit 
sera posit if et, par suite, les deux fonctions seront positives si rg-t-c, est 
négatif. Dans le premier cas, l'équation donnée n’aura qu’une racine 
ruelle; dans le second, elle on aura trois. 

La quantité r'-wq', qui suffit en général pour déterminer b 1 nombre 
des racines réelles, représente, comme on l’a lait voir ci-dessus, le 
dernier terme de l'équation aux carrés des différences (mire les racines 
de la proposée divisé par le carré de •>. et le cube de 3. 


Corollaire I. - On voit, par les exemples précédents, comment le 
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nombre et l’espèce des racines réelles d’une équation donnée du degré//, 
se trouvent déterminés à l’aide de plusieurs fondions des coefficients 
de cette équation. 

Les premières fonctions, ou celles qui déterminent le nombre des 
racines réelles, sont en nombre égal à n. Les autres, qui déterminent 
la différence entre le nombre des racines positives et le nombre dos 
racines négatives, sont encore en nombre égal à //. Le nombre, total 
des fonctions que l’on considère est donc égal à :///. Mais, comme la 
première de ces fonctions est toujours égale à l’unité, le nombre de 
celles qui varient avec les coefficients est seulement égal à 211 — 1, ce 
(fui s’accorde avec le deuxième-paragraphe de la première section. 

Corollaire II. — Après l’unité, la première des fonctions qui déter¬ 
minent le nombre des racines réelles a été trouvée, pour le deuxième 
et le troisième degré, égale à — <?,. Cette fonction reste la même, quel 
que soit le degré de l’équation proposée. En effet, (die. est égale et de 
signe contraire au produit des deux derniers termes de l'équation en y; 
mais le produit de ces deux termes peut être remplacé par leur quotient 
ou par 

,fn ( J-l ) ,/ n(X-i) _./»(•*’»• l) . 

j II — ‘2 ( '■**! ) iO,, —1 ) ’ 

et, en vertu du théorème III, ce même quotient, pris en signe contraire, 
est, à un coefficient numérique près, égal à 

Cl J Cl o — — C 1 f 

ou encore à la somme des carrés des différences (Mitre les racines de la 
proposée. 

Corollaire III. — Dans les exemples que nous venons de parcourir, 
le produit des fonctions qui déterminent le nombre des racines réelles 
a toujours le mémo signe que. le produit des carrés dos différences 
entre les racines de 1 équation donnée. Cette proposition reste vraie, 
quel que soit le degré de l’équation que l’on considère. En effet. 
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rliaruiu 1 dos (onctions négatives indiquant un couple de racines inia- 
ginaius, le 1 nombre 1 dos (ourlions négatives sera pair ou impair el, 
par suile, le produi! de» toutes les fonctions cherchées sera positif 
ou négatif, suivant que 1rs couples de racines imaginaires seront en 
nombre pair ou en nombre impair, et Ton sait d’ailleurs que, pour 
lover toute ineerti(ude a rot egard, i 1 suffit d’examiner si le produit 
dos carres dos dilïcrenros entre les racines de la proposée est positif 
ou négatif*. 

(oroüaire 1] . - Si 1 on considère à la lois les diverses fonctions en 

nombre égal a ‘in qui déterminent, non seulement le nombre mais 
encore 1 espece des racines réelles, on déterminera facilement, par 
I inspection de hoirs signes, h' nombre des racines positives. En ellèt, 
ce dernier nombre est égal à la moitié de la somme faite du nombre' 
dos racines réelles et de Taxées du nombre dos racines positives sur le 
nombre dos racines négatives. Par suite 1 , toutes les racines de l’éepia- 
lion donnée seTont positives si toutes les fonctions que Ton considère 1 
le sont aussi ; mais ediaqiïc fonction ejui eleviendra négative diminuera 
h 1 nombre 1 cherché, d’une 1 unité. Cela posé, il sera facile de reconnaître, 
par le 1 signe 1 du produit eh 1 foules les fonctions, si le nombres eles 
racines positives e‘st pair ou impair. On voit, en effet, que ce nombre 
sera de* même 1 espèce 1 <]ni 1 h 1 de'gré de 1 l’éejuation donnée si les fonctions 
négatives sont en nombre 1 pair ou, ce 1 qui revient au même, si le 1 pro¬ 
duit de 1 toutes les fonctions est positif td qu’il sera dhspece dilïercnte 1 
dans le 1 ras contraire 1 . D’aillemrs, on pemt h've'r immédiatement toute 1 
iimertilude 1 à eu 1 ! égard em examinant si Ie^ produit des racines de l’équa¬ 
tion donnée 1 est positif ou négatif. Ainsi, le 1 proeluit eles eliverses (onc¬ 
tions epii elétemminemt le 1 nombre 1 e k t l’espèce des racines réelles doit 
toujours avoir h 1 meme 1 signe 1 epie 1 le 1 , proeluit eles racines ele la proposée 1 ; 
mais on a prouvé ci-elessus ejue 1 le proeluit des fonctions qui déterminent 
semhmmnl le 1 nombre 1 eles raednes réedles avait toujours même signe epie 1 
h 1 produit des carrés des dilféremces entre les racines. Par suite 1 ’, le 
produit eles fonctions qui elelorminent la elifférenee entre le nombre 1 
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des racines positives et le nombre (les racines négatives aura menu 1 
signe que le produit des racines par les carrés des différences entre 
les racines. Ainsi, par exemple, si l’on considère l’équation générale 
du troisième degré 

x* -H 3 ct l æ- + 3 a 2 oc -+- a :i = o, 

le produit des racines étant alors égal à — a 3 et le produit des carrés 
des différences entre les racines à 

— 2“ 3 3 ( Cq CJ), 

I(» produit des fonctions qui déterminent la différence entre les nombres 
de racines positives et négatives doit avoir même signe que le suivant : 

^3 ( Co C i ) y 

ce qui s’accorde avec les résultats trouvés ci-dessus. 

Corollaire V. — En suivant la méthode précédente, on détermine le 
nombre des racines réelles d’une équation du degré, n au moyen de la 
différence qui existe entre les nombres de racines positives et néga¬ 
tives dans une équation auxiliaire du degré n — i; mais, à Paide d’un 
artifice indiqué par Euler (V partie du Calcul différentiel , Cbap. XII), 
on peut abaisser d’une unité le degré de cette équation auxiliaire, 
ainsi qu’on va le faire voir. 

Problème III. — Réduire la recherche du nombre des racines réelles 
dans une équation donnée du degré n à la détermination de la différence 
qui existe entre les nombres de racines positives et négatives dans une 
équation du degré n — 2. 

Solution . — Conservons la même notation que dans le problème pré¬ 
cédent et soit toujours f n (x) •= o l’équation proposée. Ses racines 
réelles seront en même nombre que les racines réelles de l'équation 


Jn {x Ct j ) — O 



DU NOMBRE DES RACINES RÉELLES, ETC. 


223 


ou 


I .2 

n( fi — i ) . 0 . „ ri , 

H-—-( n — 3 ) C „._3 a?- + y ( rt — 2 ) C Æ _,.r +(« — !) = o. 


Si dans cette dernière on change x en -, le nombre des racines réelles 

restera encore le même. On pourra donc, à l’équation proposée, sub¬ 
stituer la suivante : 


( 5 ) 


(n — i)c„_i*c" -+- j (n — 2 )c, I .,.r' 1 - 1 


n{n — i) 


, 0 . „ , nln — i) - 

( n — 3 ) c„_ 3 x' i_ - H-... H- - - - c. .V +i = o. 

1.2 1.2 


Pour déduire celle-ci de l’équation donnée, il suffira d’y remplacer 



«I 

par 



par 


& n —2 

par 

enfin 


<*n~ 1 

par 

Ot’ 


Ct n 

par 


(/£■ 

— 2)C„_Î 

( n 

-- O c «-i 

(n 

3 ) c /7 _ 3 

(n 

I ) 0* 7i „ ! 

c\ 

{/i 

— I) c «-1 


0 


I 


(M— l) 6 ’,i_, 

On pourra donc se contenter de chercher les fonctions de 

& 1 > ^2y • • • y ^ n 

qui déterminent le nombre des racines réelles de l’équation 

n ( n — i ) 


( 6 ) na^x 


1.2 


- a n ~ % x- -h = o, 


pourvu qu’ensuitc l’on effectue les substitutions que nous venons 
d’indiquer. 
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Pour oit tenir l’équation (0) il suffit do faire ° dans 1 «qua 

lion générale du degré », savoir /„(■*) = «• P» **"■*' P»« r o1),lMlil ' 
l’équation auxiliaire en v qui doit servir à déterminer le nombre des 
racines réelles de l’équation (6), il suffit de supposer a„ — o dans 
les deux fonctions ci-dessus désignées par 

fn(-ï), fn-lW 

et d’éliminer x entre les deux équations 

y/«(■*)+/»-«(*) = °> /«- 

Désignons à l’ordinaire par x t , x.,, ..., x„- t les racines de I equa- 
tion f n —\(x) — o. Comme on a dans le cas présent 

/„_! (x) = X "- 1 +(«-!)«, X’ 1 -- H- ... -H ( » — I ) «„ -2 X, 


on pourra supposer 

x„- t =o 

et alors x K ,x. x , ..., ,r„_ 2 seront les racines de l’équation 

(7) a-"- 2 + (« — i)rt 1 a?" _s -t-...+ (« — 1 ) a— o. 

De plus, comme, dans la supposition où x — o, l'équation 


donne 


//«O) +/„- t{x)~0 


a„~t 

«n 


l’une des racines de l’équation en y sera — et puisque, dans la 

recherche qui nous occupe, cette racine doit être comptée pour -t- 1 si 
elle est positive et pour — x si elle est négative, on pourra la ranger 
immédiatement parmi les fonctions qui déterminent le nombre des 
racines réelles de l’équation (6) et se contenter de calculer la diffé¬ 
rence entre les nombres de racines positives et négatives de l'équation 
en y qu’on obtient par l’élimination dé la variable x entre les deux 
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suivantes : 

^ ^ ^ fn—* ( & )—o, 

( æ"- 2 -+- (n — i )«!#»-» + .. .-t-(« — i)«,— o. 

Vette nouvelle équation en y pourra être représentée par 

(9) LyM*x) + /«-*(•*.)] !>/»(*.) +fn- i (x*)]-[yf,i(x n - 2 ) - = 0 . 

Dans cette dernière équation, les coefficients du premier et du der¬ 
nier terme peuvent être facilement déterminés à l’aide du théorème II: 
car ces mêmes cocffîcients sont respectivement égaux aux deux pro¬ 
duits 

fil ( 'X* 1 ) fît ( ^2 ) • • • fn ( JCri —2 ) fn ( n—\ ) 

et 

fn-t(&i) fn-î(Æi)- ■ -fn— d' 3 '/!-») fn—ïi^n-i ) 


divisés, le premier par —et le second par fn-fx n _ t ) = a n _ 2 . 

On peut encore déterminer par le théorème III le rapport des coeffi¬ 
cients des deux derniers termes dans l’équation (9). En effet, ce rap¬ 
port est égal à 

fni^l) + /«(#») + fif^n-i) 

j 11—* ( ) fn —2 { ■^'2 ) Jn— : l ( ^- n—i ) 


et l’on a de plus, en vertu du théorème III (corollaire IV), 

-û. 1 - 0 - -H ..AifA. -I- J n ( x 'lA — _ ( n — 1) 2 (a* — — - y" 

= -(„-j)* (a* - a t ) 

a n—i 

D’ailleurs, le produit des deux derniers coefficients de l’équation en v, 
pris en signe contraire, est une des fonctions qui déterminent le 
nombre des racines réelles de la proposée et, comme le produit et le 
quotient de deux quantités sont toujours affectés du même signe, le 
rapport des deux derniers coefficients de l’équation enr, pris négati¬ 
vement, ou 

(n — i) ! («? — « 2 ) -+• —— ’ 

Ct> n —2 

Œuvres de C . — S. II, t. I. 29 
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sera encore une des fonctions cherchées. On connaîtra donc, dans 
tous les cas possibles, deux des fonctions qui déterminent le nombre 
des racines réelles de l’équation 


-h ~—- a, a»-* - 


Il ( Il — i ) 


I . 2 


<X n ^X- -f- Cl n : 


et ces deux fonctions seront 


(«-0 2 («î-«0 


Si, dans ces mêmes fonctions, on remplace 


«i par 

«s par 

cin-i par¬ 
ère par 


{n — 2 )c„_ a 

(n — 3 ) c rl _ :i 
( n ~ ’ 
C| 

X 

(rt — 


et qu après avoir changé les diviseurs en multiplicateurs on néglige 
les facteurs carrés, on obtiendra les deux suivantes 


- Ci, e, jc,[(n — a)**;., - (* _ („ _ 3)c„_,c, t _ 3 ] + c*.,'. 

Ces deux dernières fonctions feront donc toujours partie de celles qui 
déterminent le nombre des racines réelles de l’équation donnée 


a ' 11 -+■ na l x n ~ i -+- -- a % æ n ~*- 

1.2 


n(n — i ) 

‘ ~ ~ Cl., - a ÛC ^ 


i x H- a n “ o. 


De plus, le produit de toutes les fonctions dont il s’agit doit tou¬ 
jours être de même signe que le produit des carrés des différences 
cntie les racines de la proposée. Si l’on désigne, comme nous l’avons 
déjà fait, par 
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le dernier terme de l’équation aux carrés des différences, 

n(n — l) 

(-0 2 A„ 

sera le produit des carrés des différences entre les racines; et, si l’on 
suppose déjà connues, à l’exception d’une seule, les diverses fonctions 
qui déterminent. le nombre des racines réelles, en désignant par P le 
produit de ces fonctions, on pourra représenter la fonction qui reste 
inconnue par 

n ( n — 1 ) 

(-i) 2 K, P. 

Ainsi, à l’aide des considérations précédentes, on déterminera, pour 
tous les degrés possibles, trois des fonctions cherchées, sans compter 
la première de toutes qui est toujours l’unité. L’une de ces trois fonc¬ 
tions, représentée par — c,, est égaie à 

a\ — ««,, 

c’est-à-dire, à un coefficient numérique près, à la somme des carrés 
des différences entre les racines de la proposée, ce qui s’accorde avec 
le corollaire II du problème précédent. 

Premier exemple. — Si l’on suppose n — 2, les deux fonctions 

„ I, —Ci 

suffiront pour déterminer le nombre des racines réelles. 

Deuxième exemple. — Soit n = 3 . Il faudra, pour déterminer le 
nombre des racines réelles, avoir égard, non seulement aux deux 
fonctions i, —c,, mais encore à la fonction 

c, j c, [(« — 2 ) 5c «-2 — ( 11 — 1 ) ( 7i — 3)c„_ 1 c„_ 3 ] + c ; l _ l | 

qui, dans le cas présent, se réduit à 
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«il 8 r: t ::„r ra ’ pou " >• *. »«c ^ 

dX 0 ! tf“ S tr ° iS fMC,i0 " S ' o%H g o .e facteur carré * 

_ /, *>x 1-2 

( 2 + c «) = (-0 2 K 3 , 

ce qui s’accorde arec la théorie précédente. 

Tr ° Mme em " lp,e - ~ S «< - = 4- La fonction 


deviendra 


cAc.Un — o \s ,.2 , 

I I ‘-V C «- 2 -(/i— I)(,j_ 3) 1,01 

V ° c* C J1 _ 1 C «_ 3 J C -_ 1 1 


c i C(4c| — 3c lC3 ) Cl + cl]. 


■“'ires fonctions multiplié pT" pr0duil des trois P re ~ 


sera 


(-0 V K*=k 4 

' [ci(4c| — 3e lC3 ) cIJK,. 


pour Jéterm ™ r - -«*» - ™i„e S ré«„es, , ts 

c l[ 4c,r>_ c , ( 3c i _o, ) ], -Mc.cl-c^Sci-cJK.. 

Quatrième exemple. ~ Soit n _ e T ■ , „ 

seront immédiatement rnnm , Tr °' S C6S fonctions cherchées 
tions seront eb ^ Ce ^ ui P récè de et ces trois fonc- 

~~ C ” c i[c ( (gcf — 8c,c t ) -t- c|]. 

«otoe rigL Pr q t“ d ; r S 0 *“ X . de 7 èreS f0nctions dem afTecté du 

^ «'équation L ^ ^ ^ 

ne suffit pas pour , ’ mais ’ c ™“» cette condition 

«■estent inconnues, il 6nd “ „ en " ere ">o« «es deux fonctions q ui 

auxiliaire qui résu l ’ é i^TT" 1 aT01> * «'émotion 

élimination de j-entre les équations (8). Si 
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dans ces deux dernières équations on fait n = 5 et que l’on remplace 
immédiatement 


a l 

par 

3 6*3 

Cl 2 

par 

2 C 2 

W 

«3 

par 

W 

«3 

par 

à' 


elles deviendront respectivement 

/ y (4c4^ 5 -+- i 5 c i x i 4 - ioc^x 3 ^- ioc,æ' 2 -(- i) 

(10) < -+- (4c. x*-y 9C 3 a; s -t- 6 c 2 « 4 - cj = o, 

( 3 c 3 a? 2 h— Zc 3 x -t- c t = o. 

On peut d’ailleurs, à chacun des polynômes en x renfermés dans la 
première équation, substituer le reste de la division de ce polynôme 
par le premier membre.de la deuxième. Si l’on suppose, pour plus de 
commodité, 

P = — 27e 3 -r- 3 e 4 (nc 2 c 3 —2C,C 4 ), 

q — — 27C 2 C5 -+- 3 c*( 8 c 2 4- CiCj), 

r—— gc t cl + c 4 ( 8c,c 2 — c*), 

les deux polynômes dont il s’agit donneront pour restes 

-V {px 3 -h qx 4 - r), — 3 (c 3 ;» 2 4 -2C 2 .tf 4-c,); 

c l 

et, comme les multiplicateurs ^ et 3 sont essentiellement positifs, on 

pourra, sans nul inconvénient, se dispenser d’en tenir compte. Cela 
posé, les équations (io) se réduiront à 

(pxr -H qx -t- r)y -i- c 3 x--h 2C % x 4- c { = o, c^x 3 4- 3 e 3 .r 2 4 - 3 c 2 x 4 - c, — o. 

Si l’on fait, pour abréger, 


py 4- c 3 — y 3 


qy -+- 2C s =_y s , 


ry-*r c t = y it 
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elles deviendront 

P 3 + 7îX + y l= 0 C7>3 , , , „ 

4 ~t- 3 c 3 X- -f- 3 C*Æ -4- r t - r, 

^'élimination de x entre ces dp„ v a •- 

ernieres conduit à la suivante : 

c iyi -f- c*[(3c 9 r. — c y w 9 

~ „ (3 / r ' ! n ~ 2 ’' l ' ri) - V.» 

** ' n) '- 7,(3c ^>- 3 '..<'.)(3c !r ,-c, r , )=:0 . 

Si dans celle-ci on remet Dmir v 1 

on aura ^ •J's’.Xs leurs valeurs respectives, 

3c *J?~Sc, I:s=3Cî c 3 ^o oCi//y , 

3c ^~ c iyz=2c lCt -3c tÇ y, 

3c sJ,~ C,v 2= Cl c a ~ 3c 4 /-'j, 

P’. r' étant déterminés par les , r „ is é , Mtions 


•9 c 3 — 3 Cj c\ — 6 Ci c. 
: 3 Cj c 2 c ; 


1 ^2 ? 

C 3C 4 — 2 Cfc t , 
^2 î 


«• par suite, l'équation amliaire en y sera 

H~ c î ) 3 -f- c !>\Uq y-f_2C V 2 r> ( 

^-^J+c 3 )[( 2ClC3 __3 , *»■") 

/J; ( ^^-~ 3c ^y) ( 3c a c 3 ~3c iP y)]^ 0 

Représentons par 
cette même équation, on aura 
,ÏZ,T + !*"-' , ' > ' t * > ''-»#' + 'rs a. 

c Jc 1 (,- +27 , r , + w , ) __ 2c 

-c t [ Cl c 2 (^_ 2/J/ . + 3 ? J+<1,(3* — Zp.'r + 2 ,v')] 

3 y — 3 c 2 r„s , P) ' * 2 y' - + 1 *Pq') H- 9 Cj C 3 />/•'] 

c i[2C,(2Cj —c,c 3 )y_ 2CjC,/>_6e,C c /• . 2 

C,c 3 (4c, Cj— 3 C 2 ^ ; 2 3 ’ r ‘ 3ClC2C ^-l2C 1 C 3 V + 9 c 2C 3,.q 

0 =C l[ C îc|-i-c c ^ c s__g 

* 0ClCs ' c 3(4c,c 3 — 3e|)]. 
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Si maintenant on restitue les valeurs de p, q, r, p', q’, r', que l’on 
restitue à K 5 la même valeur que ci-dessus (p. 206) et qu’on fasse 
pour abréger 

Lg — c £ 8 c, c, -h ^ C| Cj, 

M s =c*c,— 4c’c 2 (7Cj -t-c 3 ) 

-+- c| (3cij -+- 33 c; c‘l -1- 14 2C, Cj e 3 — 54 cJc 3 -h 5a c\c\ — 96 ej) 

— 2 c, ( 129 c, C, C* — 147 cf c, c\ — 90 cR{ -+- 242 c\ C% c 8 — 96c, c|) 

-f- 9 c\ (i2c,c5 — gc;c^ — 20c] cl -h 35c; ef c 3 — t5c,c|), 

Ng — C; C; 2 C t C 2 ( 3 C[ Cj 2C;) H- C;( 4 C, C 3 3 C;), 

on trouvera 

« = -ei Kg, (3r=c!M 5 , y=-L 3 N 5 , a = c,N,. 

D’ailleurs, l’équation en y, que nous avons représentée par 

a y 3 H- 3 {3 y --r 3 y y -+- ô = o, 

étant du troisième degré, on obtient facilement, par le problème II, 
les trois fonctions qui déterminent pour cette équation la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives. Les deux pre¬ 
mières de ces fonctions sont respectivement égales à 

cl a a \ cl a cl J 

et peuvent être évidemment remplacées par les deux suivantes : 

— yo. «y(«5—(3y). 

De plus, si l’on désigne par A le produit des carrés des différences 
entre les racines de l’équation en y, le produit des trois fonctions 
cherchées sera de même signe que le suivant : 


d’où il résulte que la troisième fonction peut être représentée par 


(ao — (3y) A. 
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Enfin, en vertu du théorème IV (corollaire I), on pourra remplacer A 
par le produit des carrés des différences entre. les racines de l’équation 

c k x 3 4 - 3 c 3 X' - 4 - 3 c 2 x -h c t “ o, 

ou, si l’on veut, de l’équation réciproque 

c 4 -h 3 c 3 x 4 - 3 Cç,x- 4 - c\x 3 = o. 

Soit D le produit des carrés des différences entre les racines de cette 
dernière équation, on aura 

n N, 

d = - 27f . 

D s’évanouit donc avec N s , ce qu’il était facile de prévoir; car 

N 5 =o 

exprime la condition nécessaire pour que les deux équations 

C 4 3? 3 4~ 3 C^X* 4- 3 C 2 x 4~ C i — O, C 3 X‘ 4- 2 C 2 X 4- c\ z=z O, 

% 

ou, ce qui revient au même, les deux suivantes 

Ci -+- 3 c z x •+■ 3 c,as- CiX 3 — o, e g -t- ic^x -+- c,^ 2 — o, 

puissent êti’e en même temps satisfaites; et, comme la seconde de ces 
dernières équations est la première dérivée de l’autre, la même condi¬ 
tion peut encore être exprimée par 

I) = o. 

Si dans la valeur de D on fait abstraction du facteur numérique 27 
et du diviseur carré c\, on trouvera, pour la troisième des fonctions 
cherchées, 

— (ao — (3y)N 3 . 

Ainsi, les trois fonctions qui déterminent la différence entre le nombre 
des racines positives et le nombre des racines négatives de l’équation 
en y sont respectivement 

— yô, cr.y{ct.Q — (3y), — («5—j3y)N s . 
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Si dans ces trois fonctions on substitue les valeurs de a, ( 3 , y, § données 
ci-dessus, on trouvera, en négligeant les facteurs carrés, 

c iL«, L i K,(M,L i -c 1 c*K s ), - (M.L.-c,c*K,). 

Cela posé, les fonctions qui relativement à l’équation générale du cin¬ 
quième degré doivent déterminer le nombre des racines réelles seront 

i, Cj, c y L 3 , Es K, ( c, c 4 K3 L5 M 3 ), Ci c;K 8 L s M 5 , 

K 5 , L s , M 5 ayant les valeurs que nous leur avons assignées plus haut. 

Le produit de toutes ces fonctions a évidemment le même signe que 
le produit des carrés des différences entre les racines de l’équation 
générale du cinquième degré, ce qui confirme l’exactitude de nos 
calculs. 


Corollaire /. — Désignons à l’ordinaire par 


, n ( n — 1 ) 

x n nets x }l 1 4- a*x n 

j .2 


n(n — 1 ) 
1.2 


a n ^x- 4- na n -. x œ -4 cc n — o 


l’équation générale du degré n. Soit toujours 

A«— n H (n — i )«— 1 K„ 

le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre les 
racines de la proposée. Enfin supposons que l’on donne à 

C i, • • *5 ^/i—lî Cfl 

les mômes valeurs que ci-dessus (problème I, corollaire II) et soit 

L n~c%_ t -H c, [(n — 2 ycl_ a _ — (n — I) (n — 3 )c„_,f„_ 3 ]. 

Si l’on fait successivement n = 3 , n = 4, n = 5 , on trouvera 

L 3 = c\ -t-c* = K 3 , 

Li=cjH- c t ( 4 c| — 3 c,.c 3 ), 

L5 ~ C I + c, (gc 3 8 c 2 c 4 ); 

ct, en vertu de la théorie qu’on vient de développer, les fonction s dont 

3 o 
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les signes détermineront le nombre des racines réelles de la proposée 
seront respectivement : 

Pour l’équation générale du deuxième degré, 

i, —c,; 

pour l’équation générale du troisième degré, 

i , c„ c, L 3 ; 

pour l’équation générale du quatrième degré, 

i, Cj, C[ Lj., LiK^; 

enfin, pour l’équation générale du cinquième degré, 

i, c,, Ci L 3 , LjK 5 (C[ cj K 5 L3M5), Cl Cl K 3 L3M5, 

M 5 ayant toujours la valeur que nous lui avons précédemment assignée. 

Jusqu’ici, nous avons supposé que l’équation proposée et les équa¬ 
tions auxiliaires des divers ordres n’avaient pas de racines égales entre 
elles ou égales à zéro. S’il en était autrement, parmi les fonctions dont 
les signes doivent déterminer le nombre et l’espèce des racines réelles, 
quelques-unes deviendraient nulles et, par suite, ne pourraient plus 
servir à la détermination dont il s’agit. Il faudrait alors avoir recours à 
l’une des méthodes exposées dans les paragraphes IY, Y et VI de la 
première section. Pour faire mieux sentir l’esprit de ces méthodes, je 
vais les appliquer à quelques exemples. 

Problème IV. — Déterminer le nombre et l’espèce des racines réelles de 
l’équation binôme 

l"+0 = o, 

a étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Première solution. — L’équation proposée étant 

a — o, 


x n-i — 0> 


l’équation dérivée, savoir 
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aura toutes ses racines égales entre elles et à zéro. Cela posé, si l’on 
veut faiie usage do la méthode indiquée dans le paragraphe IV ( pre¬ 
mière section), il faudra distinguer deux cas, suivant que n sera pair 
ou impair. 

Supposons d abord n pair. Comme l’équation dérivée n’a qu’une 
seule espèce de racines égales, on n’obtiendra qu’une seule équation 
auxiliaire en y et une seule équation auxiliaire en z. Pour former ces 
équations auxiliaires il suffira, conformément au paragraphe IV (pre¬ 
mière section), d’éliminer x : i° entre les deux équations 

y — o, x = o; 

2 ° entre les deux équations 

3 + *XX ( ' !) =:0, X — O. 

On a d’ailleurs, dans le cas présent, X = x n +a, et, X !n) étant une quan¬ 
tité constante et positive, on peut, sans inconvénient, remplacer X r - n> par 
l’unité. Cela posé, les équations auxiliaires cherchées seront respec¬ 
tivement 

y -t- a = o, z — O. 

La première ayant une racine positive lorsque a est négatif et une 
racine négative dans le cas contraire, l’équation proposée aura deux 
racines réelles dans le premier cas et n’en aura pas dans le second. De 
plus, l’équation en z ayant une seule racine réelle égale a zéro et les 
racines de l’équation dérivée étant en nombre impair, la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives sera nulle dans la 
proposée et, par suite, si a est négatif, les deux racines réelles de 
l’équation 

x 11 a — o 

seront de signes contraires. 

Supposons maintenant n impair. Toutes les racines de 1 équation 
dérivée étant égales entre elles et en nombre pair, on n aura plut, 
d’équations auxiliaires à former et, par suite, la proposée n aura 
qu’une racine réelle. Pour savoir si cette racine est positive ou néga- 
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tive, il suffira d’examiner si le produit des deux (ormes de l’équalion 
donnée est négatif ou positif. La racine réelle dont il s’agit sera donc 
positive si a est négatif et négative dans le cas contraire. 

Ces résultats étaient déjà bien connus; mais on voit comme ils se 
déduisent naturellement de la méthode exposée dans le paragraphe IV 
(première section). On peut encore les obtenir, ainsi qu’il suit, par la 
méthode du paragraphe V. 

Seconde solution. — Si l’on veut appliquer à l’équation 

X 11 -h Ci O 

la méthode exposée dans le paragraphe V (première section), il faudra 
faire 

X= f(x)=zx"-ha, X'— f'{x) = nx tt ~ i , f"(x-\~h) ~ n (/< — j)(.r-i- 

On peut, dans la valeur de négliger le facteur numérique 

n(n — i) et, par suite, pour obtenir, conformément à la méthode dont 
il s’agit, les équations auxiliaires en y et s, il suffira d’éliminer oc : 
i° entre les deux équations 

y — (x n + a)(x-\- o, x a ~' — 

2° entre les deux équations 

s-i- x(x n + a) {x+ o, x n ~ l = o. 

m 

Cela posé, les équations auxiliaires cherchées seront respectivement. 

+ o, 3' 1 - 1 —o; 

et, confine on ne doit tenir compte que des racines inégales de ces 
mêmes équations, on pourra les supposer réduites à 

o, 3=3 0. 

La différence moyenne entre les nombres de racines positives et 
négatives de 1 équation en y se trouve ici déterminée par la valeur 
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moyenne du produit 

— ah 11 -*, 

valeur qu ou obtient en supposant alternativement dans ce produit 
I indéterminée A positive et négative et prenant ensuite la moyenne 
entre les deux résultats. La valeur moyenne dont il s’agit sera donc 
égale à 

— ah 11 -* 


o est-à-dire nulle si n est un nombre impair; mais, si n est un nombre 
pair, elle sera positive ou négative, suivant que a sera négatif ou po¬ 
sitif. Sous cette condition, le nombre des racines réelles de l’équation 

cc n -+- a ~ o 

so trouvera déterminé par les deux fonctions 

J, — ah 11 -*. 

La dernière de ces fonctions devant être remplacée par zéro lorsque 
n est impair, l’équation donnée aura, dans cette hypothèse, une seule 
racine réelle. Dans le cas contraire, elle en aura deux si a est négatif, 
aucune si a est positif. 

L’équation auxiliaire en 5 n’ayant qu’une seule racine réelle égale à 
zéro et le produit du terme constant de l’équation proposée- par le 
terme unique de l’équation dérivée étant égal à 

ax 11 - 1 , 

la valeur moyenne qu’obtient ce dernier produit, lorsqu’on y donne 
successivement à x deux valeurs égales et de signes contraires, suffira 
pour déterminer la différence entre le nombre des racines positives et 
le nombre des racines négatives de l’équation donnée. Si n est un 
nombre pair, cette valeur moyenne étant nulle, l’équation donnée aura, 
dans cette hypothèse, autant de racines positives que de négatives; mais 
si n est un nombre impair, auquel cas la proposée a toujours une seule 
racine réelle, cette racine sera positive ou négative suivant que le pro- 
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mémoire sur la détermination 
sera négatif ou positif, c’cst-à-dire suivant que 


la quantité a 


sera elle-même négative ou positive. 

U serait facile d’appliquer les méthodes précédentes aux équations 


trinômes de la forme 

x a -h ax n 1 -+- b — o. 


En effet, une semblable équation a pour première dérivée 


, fl ' I n ,_9 _ A 

x n-\ -- CLX n ~ = o, 

n 

et l’on voit au premier abord que celle-ci a toutes ses racines réelles 
et nulles, à l’exception d’une seule qui est égale a 


n 


Mais nous ne nous arrêterons pas plus longtemps sur cet objet et nous 
nous contenterons d’ajouter ici quelques développements relatifs a la 
méthode exposée dans le paragraphe VI de la première section. 

Problème Y. — Déterminer le nombre des racines réelles dans les équa¬ 
tions générales des cinq premiers degrés. 

Solution. — L’équation du premier degré ne présente aucune diffi¬ 
culté puisqu’elle a toujours une seule racine réelle. De plus, nous 
avons donné ci-dessus (problème III, corollaire I) les fonctions dont 
les signes déterminent ordinairement le nombre des racines réelles 
dans les équations générales des deuxième, troisième, quatrième et 
cinquième degrés; mais lorsque ces fonctions, ou du moins quelques- 
unes (L’entre elles, viennent à s’évanouir, on ne sait plus si elles doivent 
être considérées comme positives ou comme négatives. Il nous reste 
maintenant à faire voir comment la méthode du paragraphe VI (pre¬ 
mière section) peut servir à lever cette difficulté. Je supposerai, comme 
dans le paragraphe dont il s’agit, que l’équation donnée n’a pas de 
racines égales. Si le contraire avait lieu il serait facile de l’en débar¬ 
rasser par les méthodes connues. 
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Cela posé, désignons toujours par 


x’ 1 -4- «a, a:»- 1 -+- ^ a,æ n ~ i - 

1.2 


' , n(n — i) 

' • • • H-—~ a n~O) a n z=z O 


1 équation donnée, n pouvant être un quelconque des nombres 2, 3, 
ou 5 . Faisons de plus, à l’ordinaire, 


c x =a t —-a\, 

*2 C 2 Cl 3 d^d<2-\- 2 Æj, 

3 c s ~ a k — 4 ^ i ^ 3 "+~ 6afa 2 — 3 a\, 

4 c 4 zz: a 5 5 a 4 -i- ioa^ — iO£r]« 2 -j- 4#i» 


Comme par hypothèse l’équation donnée n’a pas de racines égales, le 
dernier terme de l’équation aux carrés des différences, représenté par 


A„= /i n (/i — 


aura nécessairement une valeur positive ou négative différente de zéro. 
Supposons maintenant que parmi les fonctions trouvées ci-dessus (pro¬ 
blème III) quelques-unes s’évanouissent; alors, pour suivre la méthode 
du paragraphe YI (première section), il suffira d’attribuer à chacune 
des quantités 

^ 3 ? ^5 


ou, cc qui revient au même, à chacune des quantités suivantes 

Ci, c 2 , c 3 , 

un accroissement très petit mais arbitraire, positif ou négatif, et d’éta¬ 
blir entre les accroissements de ces mêmes quantités un ordre de 
grandeur déterminé, en sorte qu’on puisse toujours négliger les uns 
par rapport aux autres. Désignons par h,, h. 2 , h 3 , les accroissements 
de c,, c. 2 , c 3 , c h . Si l’on fait varier ces quantités de leurs accroissements 
respectifs dans les fonctions qui se trouvaient réduites à zéro, ces 
fonctions cesseront de s’évanouir et leurs signes détermineront, à 
l’ordinaire, le nombre des racines réelles de la proposée. Il suffira 
même, dans beaucoup de cas, de faire varier seulement une ou deux 
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des quantités que l’on considère. Appliquons ces principes aux équa¬ 
tions générales du deuxième, du troisième, du quatrième et du cin¬ 
quième degré. 


Premier exemple. — Considérons l’équation générale du deuxième 


degré 


x 1 4 - 2 x -h a 2 = o. 


Les fonctions dont les signes déterminent ordinairement le nombre de 
ses racines réelles sont, comme on l’a déjà fait voir, 


I, — c t . 

Ici la fonction c, est la seule qui puisse devenir nulle; mais cette fonc¬ 
tion, même étant égale à K,, ne s’évanouira jamais tant que les racines 
de la proposée seront inégales entre elles, ainsi que nous l’avons admis 
ci-dessus. 


Deuxième exemple. — Considérons l’équation générale du troisième 
degré 


a? 3 -+- 3 a t x -+- a z — o. 


Le nombre de ses racines réelles est ordinairement déterminé par les 
signes des trois fonctions 

I, C\y CjLj. 

Comme la fonction K 3 n’est pas nulle par hypothèse, il en sera de 
même de la fonction L 3 qui lui est égale ; mais il peut arriver que 
c { s’évanouisse. Dans ce cas, on devra remplacer c { par h t ; d’ailleurs, 
puisque l’on peut supposer à volonté À, positif ou négatif et que ces 
deux hypothèses doivent conduire au même résultat, il sera nécessaire 
que les deux fonctions 

/ij, /*1 L 3 


soient de signes contraires; car s’il en était autrement, si par exemple 
ces deux fonctions étaient positives dans le cas où l’on suppose h , né¬ 
gatif, elles deviendraient toutes deux négatives lorsque h, serait positif; 
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H, par suite, on arriverait à des*conclusions différentes, suivant que 
l’on admettrait l’une ou l’autre des deux hypothèses dont il s’agit. 11 
suit, encore de la remarque précédente que, dans le cas où c, devient 
nul, la quantité L 3 doit être positive; c’est ce dont il est facile de 
s’assurer directement, car L 3 se réduit alors à c;. Dans le même cas. 
les deux fonctions 

/ij, Zil L, 

étant, do signes contraires, on peut en faire abstraction et il en résulte 
que le nombre des racines réelles de la proposée est simplement égal à 
l’unité. 

tën général, lorsque c, est positif ou nul, L 3 est positif et les deux 
fonctions 

Cl, Cl L;J 


doivent être considérées comme affectées de signes contraires. On peut 
donc alors les remplacer par les deux suivantes 

i, L 3 . 


D’ailleurs, lorsque c, est négatif, on peut remplacer encore 


et 


— Ci par i 

c.i L a par —L 3 = — K :1 . 


On pourra donc, dans tous les cas possibles, substituer aux trois tone- 
tions données les suivantes 

i, i, —K 3 . 

* 

Ainsi l’équation proposée aura trois racines réelles si le dernier terme 
de l’équation aux carrés des différences est négatif ; elle n en aura 
qu’une si ce terme est positif. 

Troisième exemple. — Considérons l’équation du quatrième dt grt 
cas 4 -+- 4^1 ■+" Ç> a î æ ~ -+* l\ a 3-x + ( h— °- 

Le nombre de ses racines réelles est ordinairement déterminé pai h s 

d S 

QEuvres de C. — S. Il, t. I. 
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i'vï 

signes des quatre (onctions 

i, —Ci, c, L t , L,K,. 

La quantité K., n’est pas nulle par hypothèse; mais les quantités <’*, d 
L s peuvent être ensemble ou séparément égales à zéro. 

Supposons d’abord que c, seule s’évanouisse; L, se réduisant, alors 
à r'I sera nécessairement positif et, d’ailleurs, en raisonnant, comme 
dans le deuxième exemple, on fera voir que- les fonctions 

C[, C, L v 

doivent être considérées comme affectées do. signes contraires. On 
pourra donc en faire abstraction et, dans ci' cas, le nombre des racines 
réelles sera uniquement déterminé par les signes des doux fond ions 

" i, — L 4 K, 

ou, ce qui revient au même, des deux suivantes 

h — K s . 

Supposons, en second lieu, que L v seule s'évanouisse. Si l’on fait 
varier c . 2 de A.,, la variation de L, sera 

8 Ci c 2 /u. 

Ou pourra donc, on négligeant les facteurs numériques et les facteurs 
carrés, substituer aux deux fonctions 


les deux suivantes 


c,U, 

C-ih 2 , — o i c 2 K /l ,/? 2 ; 


< t, comme le signe de est tout à fait arbitraire, ces deux fondions 
devront être de signes contraires, à moins toutefois que e, ne soit nul. 
Si ce dernier cas avait lieu, elles se réduiraient à zéro; mais-alors, en 
faisant vaiier c, de A t , on trouverait, pour la variation du L.,, 


— 6 Ci C j h | 
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et l’on ferait voir encore que les fonctions 

L4 K4 


doivent être considérées comme affectées de signes contraires, à moins 
que ne soit nul. D’ailleurs, comme on ne peut supposer en même 
temps 

6 * 2 = 0 , 6* ;J =0 


sans avoir aussi 


k4=0, 


on voit que, en excluant cette dernière hypothèse, ou pourra toujours 
faire abstraction des deux fonctions 


c 1 L*, L /( K .4 


dans le cas où L 7l s’évanouirait. 

Il est facile d’arriver directement à la même conclusion en prouvant 
que, dans le cas où l’on suppose 

L* = o, 


les deux quantités c l9 K., sont nécessairement de même signe; et, en 
effet, on a, dans cette hypothèse, 


K,= 


2 6*2 ( t*| -f- C 3 ) 


Ainsi, dans le cas que l’on considère, les fonctions qui doivent déter¬ 
miner le nombre des racines réelles se, réduisent à 


ou, ce qui revient au même, à 

L -K,. 

Supposons enfin que l’on ait en même temps 

<V= o, L 4 = o ; 


il sera facile de faire varier à la fois c i9 c\> et c* de manière que, Tune 
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dos quantités c { , L, restant nulle, l’autre cesse de s’évanouir. On ren¬ 
trera par ce moyen dans l’une des deux hypothèses précédentes.-Ainsi, 
par exemple, si l’on augmente <?, de /i 3 sans faire varier c,, L„ obtiendra 
une valeur différente de zéro et l’on rentrera dans le premier des deux 
cas que nous avons considérés ci-dessus. Il suit de cette remarque que, 
dans la dernière hypothèse comme dans les deux autres, Je nombre 
des racines réelles sera déterminé par les signes des deux fonctions 

O -K,. 

De plus, comme en supposant c, — o, L* = o, on a 
c-i= o et Kj=—( 4 rd) â , 

la fonction — K.,, sera positive et, par conséquent, la proposée aura 
deux racines réelles. 

Quatrième exemple. — Considérons l’équation générale du cinquième 
degré’ 

x s -h 5 «j.» 1 -t- 10 a ± x 3 -+- ro a 3 x- -t- 5 a t x -h a s — o. 

Les fonctions dont les signes déterminent ordinairement le. nombre 
de ses racines réelles sont, comme on l’a fait voir, 

i, —C[, Cj L„ —L 3 K s ( Cj ci K s L5M5), C[CjKç; LjM.,. 

Gomme on suppose les racines de l’équation donnée inégales mitre 
elles, K 3 a nécessairement une valeur différente de zéro; mais les trois 
quantités 

Ci? Es? CjC^Kg- Es M s 

peuvent s’évanouir ensemble ou séparément et, par suite, les fonctions 
données peuvent devenir nulles dans quatre hypothèses différentes que 
nous allons examiner sueccssivement. 

i° Supposons que, des trois quantités que l’on considère, la pre-' 
mière seule ou c 1 s’évanouisse. On fera voir, comme dans le deuxième 
exemple, qu’on peut ne tenir aucun compte des deux fonctions 


c 1( c, L s . 
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De plus, L ; étant alors nécessairement positive, on pourra, clans les 
fonctions où cette quantité entre comme facteur, la remplacer par 
l’unité et, par conséquent, il suffira, pour déterminer le nombre des 
racines réelles de la proposée, d’avoir égard aux signes des trois 
fonctions 

I, k s m 5 , -m 5 . 

Les deux dernières seront de signes contraires si K 5 est positif : la 
proposée n’aura donc alors qu’une racine réelle ; mais si K 3 est négatif, 
les deux fonctions dont il s’agit seront de même signe et, comme le 
nombre des fonctions négatives ne peut évidemment surpasser le 
nombre des positives, les deux fonctions que l’on considère seront 
nécessairement positives, d’où il suit que l’équation donnée aura trois 
racines réelles. On conclut aisément de ces remarques que, clans le 
cas où c t — o, le nombre des racines réelles peut toujours être déter¬ 
miné par les signes des trois fonctions 

i, i, — K s . 

2° Supposons que des trois quantités 

Ci, L 5 , e, cj Kj L,M, 

la deuxième, seule ou L, s’évanouisse. On ne pourra supposer dans L- 

9C3 — 8c 2 c v r=o; 

car on aurait alors nécessairement 

Cj = o, c 3 — o, Kj— o. 

Cela posé, en faisant varier c, de h, clans la valeur générale de L 5 , 
on prouvera facilement qu’on peut ne tenir aucun compte des deux 
fonctions 

c 1 Lj, LjKstCjCjKs' LjMj) 

et que les deux quantités 

Cl, 


K s (ciC*K,-L,M,), 
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ou bien encore les deux suivantes 


c'I K -—L 3 M 3 , K 3 , 

sont nécessairement affectées de même signe. Par suite, pour déter¬ 
miner le nombre des racines réelles de la proposée, il suffira d’avoir 
égard aux signes des trois fonctions 

-fi, f’iRr, 

ou, ce qui revient au même, des trois suivantes 

i, i, —K 5 . 

L’équation donnée aura donc une seule racine réelle si K 5 est positif; 
elle en aura trois dans le cas contraire. 

3 ° Supposons que, chacune des quantités c,, L s ayant une valeur 
différente, de zéro, la quantité 


qd K 3 — L-M- 

soit nulle. Dans ce cas, les coefficients de l’équation auxiliaire en y qui' 
nous avons considérée ci-dessus (problème III, quatrième exemple) et 
que nous avons représentée par 

a y* -+- 3 (3 y- H- 3 y y H- 0 — o 

satisferont à la condition suivante 


aô — (5 y ~ o. 

Alors, des trois fonctions qui déterminent la différence entre le nombre 
des racines positives et le nombre des racines négatives de cette équa¬ 
tion, deux se réduiront à zéro. Mais, en faisant varier les coefficients ce, 
(ü, y, 0 de quantités très petites et de signe arbitraire, on prouvera 
facilement qu’on peut faire abstraction des deux fonctions dont il s’agit 
et déterminer uniquement la différence cherchée, par le signe, de la 
fonction 

•— yo. 
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On doit toutefois excepter le cas où l’équation en y aurait des racines 
égales et ceux où quelqu’un des coefficients a, { 3 , y, o deviendrait nul. 
Dans tout autre cas, le produit acy et la quantité désignée par A seront 
nécessairement de signes contraires et, par suite, les quantités K :; , L ; 
seront de même signe. De plus, comme on peut, en négligeant les 
facteurs carrés, remplacer la fonction 


— yü 

par la suivante 

ci Lj, 


on pourra encore, en vertu de la remarque précédente, lui substituer 
celle-ci 

o K.-; 

et l’on aura enfin, pour déterminer le nombre des racines réelles do 
l’équation du cinquième degré proposée, les trois fonctions suivantes 

i, — c„ <\ K j 

que l’on peut aussi remplacer par ces trois dernières 

i, i, — K 3 . 

Il reste à savoir ce qui arriverait si, dans l’bvpotbèse précédente, quel¬ 
qu’une des quantités a, [ 3 , y, o se réduisait à zéro ou si l’équation 
auxiliaire en y avait des racines égales. 

Il suit évidemment de l’équation 

o 

ao — py ~ o 

qu’une des quatre quantités a, { 3 , y, o ne peut devenir nulle sans 
qu’une des quantités a, o le soit aussi; d’ailleurs, c, et K, n’étant pas 
nulles par hypothèse, on ne peut avoir 


sans avoir aussi 


Ct ” O OU Û“0 

O OU N 5 rrO, 


c’est-à-dire sans que l’équation auxiliaire on y acquière deux racines 
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égales nullcs ou infinies. Il suffira donc d’examiner le cas où, l’équa¬ 
tion en j ayant des racines égales entre elles, c,c;K-— L 5 M 5 , et par 
suite occ — (by, s’évanouit. 

Il est donc aisé de voir que, pour satisfaire aux deux conditions 
précédentes, on est obligé de supposer à la fois 

OC = O, Cy c\ K 3 L 5 M 5 = O, 

ou bien 

ô = o, c L c\ K- — L 3 M 5 = o, 

ou bien encore 

[ 3 2 —oty — o, Cj c'I K 5 —L 3 M 3 =o. 

Supposons d’abord 

a— o, c i c\ K 3 — LgM ;; =o. 

» 

K; et L 5 n’étant pas nuis par hypothèse, on aura nécessairement 

c k — o, M 3 — o. ■ 

De plus, lorsque c, s’évanouit, on a 
M s =9c 3 2 (4c,c 3 — 3 c;) ( 3 c 2 — 5 c 2 c 3 + ScjC 2 ) = 9 N 5 (3c 2 — 5c;c- 3 + 5c,c. 2 ); 

et, puisqu’on 11 e peut supposer à la fois 

c t =o, c ;( =0, 

si 4c,c 3 — 3 c\ n’est pas nul, l’équation M- = o se trouvera réduite à 

3 c\ — oc] c 3 -+- 5 c v c\ = o. 

Dans le même cas, si l’on fait varier de A,. c., de A â , e ;1 de A.,, la 
variation de M s sera en général 

9C 5 ( C I —■ 2 c, c 3 ioc^/îoH- (6c 3 — 5 c 2 ) A,]N s ; 

et, comme on ne peut avoir en même temps 

c\ — 2 Cy C z = O, Cy C 2 = O, 6 c. J 5 C~y = o 

sans avoir aussi 

K 8 =c* = o, 
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on pourra toujours, en négligeant deux des accroissements A,, A a , A a 
vis-à-vis du troisième, réduire la variation dont il s’agit à l'une des 
trojs suivantes 

45 (cl — 2c l c 3 )N s h 1 , 90C) c 2 N 5 /i s , 9(6c 3 — 5 c?)N 5 /* 3 . 

Cela posé, la variation 

c,cl K 5 —L 5 M 5 

sera proportionnelle à l’un des accroissements A,, A a , h 3 . Le signe de 
chacun d’eux étant tout à fait arbitraire, il en résulte que les deux 
fonctions 

— L,K,(c 1 cîK,— L 5 M 5 ), c,cfK 5 — L,M* 

devront être considérées comme affectées de signes contraires et que 
les deux quantités L s , K 5 seront nécessairement de même signe. Il est 
aisé d’en conclure que le nombre des racines réelles de la proposée 
sera encore déterminé par les signes des trois fonctions 

1, 1 , L 5. 

Si, pour satisfaire l’équation M 5 = o, on supposait N 5 = o, la seconde, 
des équations (10), savoir 

C 4 X % -+- 3 C 3 x- -h ic a x -+- Ci— O, 

ayant alors des racines égales, la proposée aurait nécessairement des 
racines imaginaires. On pourrait donc assurer qu’elle a trois racines 
réelles si K 3 est négatif, une seule si K 5 est positif; ce qui revient a 
déterminer le nombre des racines réelles par les signes des trois 
fonctions 

x, 1, —K s . 

Supposons maintenant 

o — o, Ci c 4 Kj —L5M5—o. 

c, n’étant pas nul par hypothèse, l’équation 0 = 0 entraînera la 
suivante 

N 5 = o; 

et, par suite, il suffira toujours, pour déterminer le nombre des racines 

OMumes de C. — S. II, t. I. 
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réelles, d’avoir égard aux signes des trois fonctions 

i, r, — K 5 . 

Supposons enfin 

P 3 —ay ~ o, c,c|K 5 —L 3 M 5 —o. 

La dernière de ces deux équations pouvant être mise sous la forme 

ad — {3y = o, 

on aura en même temps 

= Ê1, ô _ê!. 

y a’ ct- 

Cela posé, l’équation auxiliaire en y deviendra 

(«y •+• (3) 3 = o 


ou, ce qui revient au même, 

(c\K s y — M,)* = o. 

Cette dernière équation aura ses trois racines réelles égales et positives 
si M s n’étant pas nul K 3 et M 5 sont de même signe et, dans ce cas 
seulement, la proposée pourra avoir toutes ses racines réelles. Pour 
qu’elles le soient en effet, il sera de plus nécessaire que c, soit négatif 
et que la seconde des équations (ro) ait ses trois racines réelles et 
inégales, ce qui entraîne la condition 

N 5 < o. 

Ainsi, toutes les racines de la proposée seront réelles si l’on a en 
même temps 

c t < o, <xâ — fiy — o, [3 2 —ay = o, K 5 M 5 > o, N 5 < o 
ou, ce qui revient au même, si l’on a 

Ci<0, —L5M5— o, KgLgNg— 1 M5 — o, M 3 o, Ngo* 

Dans - cette hypothèse, K 5 et M s étant de même signe, il faudra, pour 
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qui' l'équation c^c\ K 5 — L 5 M 5 = o puisse avoir lieu, que L 3 soit néga¬ 
tif. De plus, comme N 5 est aussi négatif, l’équation K 5 L 5 N 5 — M 3 = o 
entraînera la condition K 5 > o et, par suite, on aura encore M 5 > o. Si 
les conditions précédentes ne sont pas satisfaites et que la quantité 

c 1 c*K i -L,M, 

vienne h s’évanouir, le nombre des racines réelles de l’équation donnée, 
ne pouvant être égal à 5 , sera nécessairement déterminé par les signes 
des trois fondions 

i, i, —K 5 . 

4 ° Jusqu’ici nous avons supposé que des trois quantités 

£i, Lj, L5M5 

une seule devenait nulle. Mais il peut arriver que deux de ces quantités 
ou toutes trois à la fois se réduisent à zéro. Au reste, il est facile de 
prouver que, dans cette hypothèse, on aura nécessairement 


Cj •— o. 

Car, si c, n’étant pas nul les deux quantités L 3 , c,c 4 K 5 — L S M S venaient 
à s’évanouir, on aurait en même temps les deux équations 

c\ K 6 = o, L 5 = o, 

auxquelles il est impossible de satisfaire tant que l’on attribue à K 5 
une valeur différente de zéro. D’ailleurs, en faisant varier c.,, c 3 et c 4 de 
quantités très petites mais arbitraires, on ramène facilement 1 hypo¬ 
thèse précédente à celle où, des trois quantités 

Cj, L 5 , 

la première toute seule s’évanouit. On peut donc assurei que, dan^ 
cette môme hypothèse, le nombre des racines réelles est uniquement 
déterminé par les signes des trois fonctions 


1, — Ks- 
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Corollaire I. — En résumant tout ce qui a été dit ci-dessus, on arrive 
aux conclusions suivantes : 

Lorsqu’une équation du deuxième ou du troisième degré a toutes 
ses racines inégales entre elles, le nombre des racines réelles se trouve 
déterminé, si l’équation est du deuxième degré, par les signes des¬ 
deux fonctions 

i, — K 2 , 

et, si l’équation est du troisième degré, par les signes des trois fonctions 

i, i, —K 3 . 

Lorsqu’une équation du quatrième ou du cinquième degré a toutes 
ses racines inégales entre elles, le nombre des racines réelles de cette 
même équation est déterminé par les fonctions données ci-dessus (pro- • 
blême III, corollaire I), pourvu toutefois qu’aucune de ces fonctions 
ne s’évanouisse; mais si quelques-unes d’entre elles se réduisent à 
zéro, alors les fonctions, dont les signes déterminent le nombre des 
racines réelles, sont, pour l’équation générale du quatrième degré, 

i, —K,, 

et, pour l’équation générale du cinquième degré, 

i, i, — K 5 . 

On doit seulement excepter, relativement à l’équation générale du 
cinquième degré, le cas où la quantité — L 3 M 5 étant nulle on 

aurait de plus 

c,<o, N 5 <o, K 5 M 5 >o, K 3 L 3 N s —Mij = o, 

auquel cas les cinq racines seraient toutes réelles. 

Corollaire IL — On peut facilement comparer, jusqu’au quatrième 
degré, les résultats que nous venons d’obtenir avec les conditions à 
l’aide desquelles on fixe ordinairement le nombre des racines réelles; 
et, d’abord, il suit de la théorie précédente que, dans les équations du 
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deuxième et du troisième degré, le nombre de ces racines est toujours 
déterminé par le signe du dernier terme de l’équation aux carrés des 
différences, ce que l’on savait déjà. 

Je passe à l’équation du quatrième degré. La méthode par laquelle 
on détermine ordinairement le nombre de ses racines réelles se réduit 
à ce qui suit. On commence par examiner si le dernier terme de l’équa¬ 
tion aux carrés des différences est positif ou négatif. Lorsqu’il est 
négatif, on en conclut que la proposée a deux racines imaginaires. 
Lorsqu’il est positif, toutes les racines sont à la fois réelles ou imagi¬ 
naires; elles sont réelles si l’on a en même temps 

g î <^°9 c z — 3 ^< o ; 

elles sont imaginaires si l’une ou l’autre des deux conditions précé¬ 
dentes vient à manquer. 

On peut arriver aux mêmes conclusions par la considération des 
quatre fonctions trouvées ci-dessus, savoir 

I, Cl, Cl U, L4K4; 

et, d’abord, si K, est négatif, le produit de ces quatre fonctions étant 
aussi négatif, les fonctions négatives seront en nombre impair. D’ail¬ 
leurs, le nombre de ces dernières ne pouvant surpasser le nombre de 
celles qui seront positives, on aura nécessairement, dans l’hypothèse 
dont il s’agit, une fonction négative, trois positives, et, par suite, deux 
racines réelles. Ce résultat subsiste dans le cas même où quelques-unes 
des fonctions données s’évanouissent; car les deux fonctions 

1, —K 4 , 

qui déterminent alors le nombre des racines réelles, étant toutes deux 
positives, indiquent deux racines de cette espèce dans l’équation pro¬ 
posée. 

Supposons maintenant K 4 positif. J^es quatre fonctions données 
seront positives si les quantités c { , L 4 sont toutes deux négatives; et, 
dans ce cas, la proposée aura ses quatre racines réelles. Mais si l’une 
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des quantités c,, L 4 est positive ou si ces quantités le sont toutes deux 
en même temps, le nombre des fonctions positives sera égal à celui des 
négatives ; et, par suite, l’équation donnée n’aura pas de racines réelles. 
Il en serait encore de même'si quelques-unes des fonctions que l’on 
considère venaient à s’évanouir; car il faudrait alors, pour fixer Je 
nombre des racines réelles, avoir recours aux deux fonctions 

i, — Iv, ( 

qui, pour une valeur positive de K 4 , sont évidemment de signes con¬ 
traires. Les conditions nécessaires, mais suffisantes, pour que les 
racines soient toutes réelles sont donc les trois suivantes 

K 4 > o , c t < o, L. v < o. 

Il nous reste à faire voir qu’elles sont équivalentes à celles que four¬ 
nissent les méthodes connues, savoir 

K 4 >o, c t <o, c 3 — 3cf<o.. 

On peut aisément démontrer cette assertion ainsi qu’il suit. 

II est d’abord facile de prouver que, si l’on a en même temps 

K 4 >o, c t <o, L ; ,<o, 

on aura aussi 

c :i —3cj<o; 

et, en effet, la condition K, >o entraîne la suivant»' 

(cj -h c 3 ) 3 > (4 c| -3c t C 3 H- c\y-, 

qu’on peut aussi mettre sous la forme 

(cï + c,)*>^(cî —cî-L t )«. 

c i 

Cela posé, si c 3 est négatif ou si c 3 étant positif reste inférieur à c], 
c 3 — 3c, sera évidemment négatif. Mais si c 3 est positif et supérieur àc“, 
alors, les deux quantités ci; — c\ et L, étant positives, on aura 

c l c \ L 4 > c 3 — c\. 
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Or on a déjà trouvé 

{c\ + c 3 ) 3 > (c| — c\ — L 4 ) 2 . 

C 1 

On aura donc par suite 

C 1 

Si l’on multiplie les deux membres de cette dernière inégalité par 

. ' M-V, 

\ C 1-+- C 3/ 

on trouvera qu’elle se réduit à 

C 1 ( c ï ■+■ Cj) > (Cj Cj) 2 , 

ou bien encore à 

c 3 (e 3 — 3c?) <o; 

et eommo, par hypothèse, c s est positif, il faudra nécessairement que 
— 3O, soit négatif; ainsi, dans tous les cas possibles, les trois 
conditions 

K, ( >o, c,< o, L*<o 

entraînent la suivante 

Ci —3c 2 < o. 

Réciproquement, si l’on a en même temps 

K*>o, C\ < o, Ci 3 c 2 < o, 
on devra aussi avoir nécessairement 

Li<o; 

et, en effet, les deux quantités c, et c 3 — 3cj étant négatives par hypo¬ 
thèse, si c 3 est positif la valeur de L.,, donnée par l’équation 

= 4 c\ ^ -h c 3 ( c 3 — 3 cf ) 

sera évidemment négative. De plus, K; ne pouvant être positif à moins 
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que l’on n’ait 

cf-i-Cs>o, (c; + c 3 ) 3 > A; (4 — c\ — L t ) 5 ; 

C 1 

si l’on suppose c 3 négatif on aura 

cl(c\ + c 3 y>(c* + c 3 y>~(ci — c\ — uy. 

c ï 

Mais, c 3 étant négatif, on a aussi 

On aura donc, par suite, 

( C 1 — c î) 2 > ( c i — c i —L 4 ) 2 . 

Pour satisfaire à cette dernière inégalité on est obligé de supposer que 

c\ — c\ el L„ 

sont de même signe; d’ailleurs c' 3 — c\, étant le produit des deux 
facteurs 

c 3 4-c'ï, c ; i — c\ 


dont le premier est positif et le second négatif, a nécessairement une 
valeur négative. Il en sera donc de même de L.,. On ne pourra donc 
avoir en même temps 


K t >o, 

sans avoir aussi 


Cj < o, c 3 —3ef<o 
L*<o, 


ce qui achève de prouver l’identité des conditions que fournissent, 
relativement à l’équation générale du quatrième, degré, les méthodes 
connues et celle que nous avons précédemment exposée. 

Quant à l’équation générale du cinquième degré, les conditions que 
nous avons trouvées pour déterminer le nombre de ses racines réelles, 
lorsque ces racines sont inégales, se réduisent à ce qui suit : 

Les cinq racines seront réelles si les quatre quantités 

Ci , Lg, E-5, Jhtg Lg M 3 
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sont toutes positives ou si, la dernière de ces quantités étant nulle, on a 
cj< o, N 3 < o, K s M 3 > o, K 3 L 5 N s —M î ~~ o. 

Dans toute autre hypothèse, la proposée aura une seule racine réelle 
ou bien elle en aura trois, suivant que la condition K 5 > o sera ou no 
sera pas satisfaite. Les conditions qu’on vient d’énoncer peuvent rem¬ 
placer celles que fournit l’équation aux carrés des différences et leur 
sont nécessairement équivalentes; mais il serait peut-être difficile de 
les en déduire directement. 


QEuvres de C. — S. II, t. I. 
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Qu’il soit toujours possible de décomposer un polynôme on facteurs 
réels du premier et du deuxième degré ou, en d’autres termes, que 
toute équation dont le premier membre est une fonction rationnelle et 
entière de la variable x puisse toujours être vérifiée par des valeurs 
réelles ou imaginaires de cette variable : c’est une proposition que l’on 
a déjà prouvée de plusieurs manières. MM. Lagrange, Laplace et Gauss 
ont employé diverses méthodes pour l’établir et j’en ai moi-même donné 
une démonstration fondée sur des considérations analogues à celles 
dont M. Gauss a fait usage. Mais, dans chacune des méthodes que je 
viens de citer, on fait une attention spéciale au degré de l’équation 
donnée, et quelquefois même on remonte, de cette dernière à d’autres 
équations d’un degré supérieur. Ces considérations paraissent étran¬ 
gères à la question et M. Legendre est parvenu à s’en passer (Théorie, 
des nombres, i ru Partie, § XIV) en faisant usage du développement en 
série. Je suis arrivé, en suivant la même idée, à une démonstration 
qui semble aussi directe et aussi simple qu’on puisse le désirer. Je 
vais, ici, l’exposer en peu de mots. 

Soit f(x) un polynôme quelconque en x. Si l’on y substitue pour x 
une. valeur imaginaire u +■ — i, on aura 

/( u 4 - p y/ — 1) = 1 * 4- Q s/—l. 


(0 
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P et Q étant, doux fonctions réelles de a et e. De plus, si l’on fait 

( 2 ) + - R(cosT+ \/— i sinT), 

R sera ce qu’on appelle le module de Vexpression imaginaire 

Ph-Qv^, 

et sa valeur sera donnée par l’équation 

(3) 

Gel’a posé, le théorème à démontrer c’est que l’on pourra toujours 
satisfaire par des valeurs réelles de u et de e aux deux équations 

P o, Q — o, . 

ou, ce qui revient au même, à l’cquation unique 

R = o. 

11 importe donc de savoir quelles sont les ^diverses valeurs que peut 
recevoir la fonction R et comment cette fonction varie avec u etc. Un 
y parviendra comme il suit. 

Supposons que les quantités u et v obtiennent à la fois les accroisse¬ 
ments h et k, et soient AP, AQ, AR les accroissements correspondants 
de P, Q, R. Les équations (3) et (t) deviendront respectivement 

(4) ( R -+- AR )* = ( P + AP y- -H ( Q -h AQ )*, 

; P AP -+- ( Q 4- AQ ) v^T = /( u -t- e v /ir 7 -h h + k ) 

(5) j — /(« -+- r ^ — 1 ) 4- (h k\ ! — i) fi(u -H v \t~—■ 1 ) 

[ -h (h-h A-y'—~i)' 2 /î(« + v\l~ <)+•••, 

fnf-î’ ••• désignant de nouvelles fonctions. Pour déduire de l’équa¬ 
tion (5) les valeurs de PAP et de Q-t-AQ, il suffit de ramener le 
second membre à la forftie p -t- q \J — 1 . C’est ce que l’on fera en substi¬ 
tuant à f(u-hv\i— 1 ) sa valeur R(cosT-t-\/—x sinT) et posant, en 
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outre, 

A-h/ry — i — p(cos0 -+-v ,r —~i sinè), 

A (“ -+- <’ V'— j) = R, ( cosT t -+- sïn T,), 

/î(“ -+- <■’ \/— i ) — Ri(cosT s -f- v— i sinTj), 


Après les réductions effectuées, l’équation (o) deviendra 
j P -H AP -+- ( Q -+- AQ ) y' — i 

(6) ' = R cos I -+- Rjp cos(Tj -+- S) -+- R 2 p 2 cos (T 2 -+- 2 6 ) -+-... 

( H- [R sinT -+- R,p sin(T, -+- 0) -t- R 2 p 2 sin(T 2 - 4 - 2 Ô) -+-...] f — 1 , 

et l’on en conclura 


(7) 

( 8 ) 


P h- AP = lt cos T -h Rjp cos (T, -t- 0) ■+■ R 2 p 2 cos(T s 4 - 2 0) -+-..., 

Q -t- AQ = R sin T -t- Rj p sin (T, -t- 6) -+- R 2 p 2 sin (T 2 -+- 2 5 ) -+- ... ; 

(lt-4- AH) 2 —• [R cos T + R, p cos (Ti -h 0) -+- R 2 p 2 cos(T 2 + 2 5) -h...] 2 
H- [R sin T -t- R, p sin (T, -t- Q) ■+• R 2 p 2 sin (T 2 + 25)-+-... ] s . 


Supposons maintenant que, pour certaines valeurs attribuées aux va¬ 
riables u et e, l’équation 

R = o 


ne soit pas satisfaite. Si, dans cette hypothèse, R, n’est pas nul, le 
second membre de l’équation (8), ordonné suivant les puissances 
.ascendantes de p, deviendra 

R 2 -H 2 RR)p cos(T, — T + 5) ; 

et, par suite, la quantité 

(R + AR) 2 - R-, 

ou l’accroissement de R 2 ordonné suivant les puissances ascendantes 
de p, aura pour premier terme 

2 RR,p cos (T, — T-+- S). . 

Si, dans la meme hypothèse, R, était nul sans que R, le fût, l’accrois- 
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soment de R 2 aurait pour premier terme 

2RR 2 p 2 cos(Tî —T+- 20), 


etc., etc. Enfin ce premier terme deviendrait 

2 RR,, p' 1 cos(T„ — T -+- nQ) 

si, pour les valeurs données de u et v, toutes les quantités R,, R 2 , ... 
s’évanouissaient jusqu’à R„_, inclusivement. D’ailleurs, si l’on attribue 
à p des valeurs positives très petites et k 0 des valeurs quelconques, ou, 
ce qui revient au même, si l’on attribue aux quantités h et Æ des valeurs 
numériques très petites, l’accroissement de R 2 , savoir 

(R +AR)*—R», 

sera de même signe que son premier terme représenté généralement 
par le produit 

(9) 2 RR„ p Æ cos ( T„ — T + h 0 ) ; 

et comme on'peut disposer de la valeur arbitraire de 0 de manière à 
rendre cos(T„ — T nQ), c’est-à-dire le dernier facteur du produit ( 9 ) 
et, par suite, le produit lui-même, ou positif ou négatif, il en résulte 
que,-dans le cas où des valeurs particulières attribuées aux variables u 
et e ne vérifient pas l’équation R —- o, la valeur correspondante de R 2 
ne peut être ni un maximum ni un minimum. Donc, si l’on peut 
s’assurer, a piiori, que R 2 admet une valeur minimum, on devra en 
conclure que cette valeur est nulle et qu’il est possible de satisfaire à 
l’équation R = o. 

Or, R 2 admettra évidemment un minimum correspondant à des 
valeurs finies de u et de v si, pour de très grandes valeurs numériques 
de ces mêmes variables, R 2 finit par devenir supérieur à'toute quantité 
donnée. D’ailleurs, si l’on fait 

u +- <>y/— 1 ~ r (cos z 4- y/’— 1 sin^:), 

à de très grandes valeurs numériques de u et e correspondront de très 
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grandes valeurs de r et réciproquement. Donc, pour que l’on puisse 
satisfaire à l’équation R = o par des valeurs réelles et finies des va¬ 
riables u et e, il est nécessaire et il suffit que la quantité R- déterminée 
par les équations 

/ R J =P2+Q% 

^ | P-+- Q v/—"ï = /[ r (coss -+- \/— i sins)] 

finisse par devenir constamment, pour de très grandes valeurs de r, 
supérieure à tout nombre donné. 

La conclusion, précédente subsiste également, que la fonction f(x) 
soit entière ou non. Elle exige seulement que P et Q soient des fonc¬ 
tions continues des variables u et e et que les quantités R,, R.,, ... ne 
deviennent jamais infinies pour des valeurs finies de ces mêmes va¬ 
riables. 

* Supposons, en particulier, que la fonction f(x) soit entière et fai¬ 
sons en conséquence 

f(x) = üiX' 1 -' H-. ■ ■ 4- a„- 1 x -+- a„. 


Les équations ( 10 ) donneront 


P+Q V / ~~‘ — /(rcoss + rsins^— 0 

= a 0 r" cos nz -H a ï r n '~ x COS (n — i)s . .-H cos3 H- a n 

-H [a 0 /* rt sin nz a l r n ~ x sin( n — i )z 4- . . . -4- /* sin s] — i, 


P 

0 


f a x cos(/?. — O - 

COS/l-3 ’ 

: a Q r n j^sin nz 


a o /* 

a x sin (n — \)z 


It 2 = P 2 -h Q 2 = a\ t'~ n 


2 a x cosz j 
a* r 


a n -1 cos s On 

«o r " 

rt n - l sin g"] 



Or, il est clair que, pour de très grandes valeurs de r, la valeur précé¬ 
dente de R 2 finira par surpasser toute quantité donnée. Donc, en vertu 
de ce qui a été dit plus haut, on pourra satisfaire par des valeurs réelles 
de u et de v à l’équation 


R —- o, 



SUR LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS. 263 
ou, co qui revient au môme, aux deux suivantes 

I> = o, Q — o. 

Au reste, la méthode ci-dessus exposée n’est pas uniquement appli¬ 
cable au cas où la fonction f(x) est entière; et, lors même que cette 
fonction cesse de l’être, les raisonnements dont nous avons fait usage 
peuvent servir à décider s’il est possible de satisfaire à l’équation 


/O) - o 


par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable x. 
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DE MOUVEMENT DES FLUIDES. 
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Lorsqu’un fini do su moût dans un vase de figure quelconque , la - 
vitesse et la pression en chaque point varient d’un instant à l’autre, 
et, par conséquent, elles dépendent, en général, de quatre variables, 
savoir, le temps et les coordonnées du point que l’on considère. Ces 
quatre variables se réduiront à deux si le mouvement a lieu de telle 
manière que deux molécules ne puissent occuper successivement la 
même place sans décrire la même courbe. Nous allons nous occuper, 
en particulier, de cette espèce, de mouvement d’une masse fluide qu’on 
peut appeler mouvement par filets. Pour le déterminer plus facilement, 
nous commencerons par établir un théorème qui se rapporte, aux 
fluides en équilibre et dont voici l’énoncé : 

Théorème. — Concevons que, dans un fluide en équilibre, on trace une 
courbe à volonté. Nommons s l’arc de cette courbe compté à partir d’un 
point fixe et soient, à V extrémité de cet arc, p la pression, p la densité, 

P la force accélératrice. Enfin, désignons par a l’angle compris entre la 
direction de la force P et celle de la courbe à l’extrémité de l’arc s. On 
aura, en supposant toutes les t'ariables exprimées en fonction de s, 

(i) ~ = pP cosa. 

ds r 
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Démonstration. — En effet, si l’on rapporte tous les points de l’espace 
à trois axes rectangulaires et que l’on désigne par X, Y, Z les compo¬ 
santes algébriques de la force P parallèlement à ces mêmes axes, on 
aura, en supposant d’abord toutes les variables exprimées en fonction 
de x , y, 

I /in 

:pX, 


dp 

âx 


(*) 


àp_ = 

dy 

dp ___ 

~dl ” 


PY, 

pZ. 


D’ailleurs, pour la courbe que l’on considère, x,y, s deviennent fonc¬ 
tions de s et si l’on substitue leurs valeurs en .? dans la valeur générale 
de p, il en résultera une nouvelle fonction de s qui vérifiera la formule 


(3) 


dp dp dx dp dy dp dz f v dx dy r,dz\ 

is^àxlTs^iy àt^TzlTs^^Ts + 


D’autre part, les cosinus des angles que forment avec les axes la direc¬ 
tion de la force P et celle de la courbe proposée à l’extrémité de l’arc s 
étant respectivement 

X Y Z 

P’ P’ P’ 

dx dy dz 

~ds ’ ds ? ds 5 


on en conclura, pour l’expression du cosinus de l’angle compris entre 
les deux directions, 


(4) 


_ X dx Y dy Z dz_ 

P ds P ds P ds 


En vertu de cette dernière formule, l’équation (3) se trouvera réduite à 
(i) ^ = pPcos a, 

ce qu’il fallait démontrer. 

On peut remarquer en passant que la pression sera constante dans 

OEuvres de C. — S. II, t. I. 
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toute l’étendue de la courbe donnée si l’on a cosa = o, c’est-à-dire si 
cette courbe est perpendiculaire en tous ses points à la direction de la 
force accélératrice, ce qui s’accorde avec la propriété bien connue des 
surfaces de niveau. 

On peut encore remarquer que P cosa représente, au signe près, la 
projection de la force P sur la tangente à la courbe que l’on considère. 

Concevons à présent que le fluide se meuve et se partage en un 
nombre infini de filets, de telle sorte que la courbe décrite par 
une molécule, à partir d’un point donné, soit constamment suivie par 
celles qui lui succèdent au même point. Nommons s l’arc d’une sem¬ 
blable courbe, compté à partir d’une origine fixe dans le sens du mou¬ 
vement, et l le temps mesuré à partir d’une époque fixe. Soient de 
plus, au bout du temps t et à l’extrémité de l’arc s, 
p la densité, 
p la pression, 
v la vitesse, 

P la force accélératrice appliquée au fluide, 

a l’angle compris entre la direction de cette force accélératrice et la 
direction de la vitesse, 

Q la force accélératrice qui serait capable de produire le mouvement 
observé, 

p l’angle compris entre la direction de cette force et celle de la vitesse. 

Enfin, imaginons que, la force P étant décomposée en deux autres, 
dont l’une soit la force Q elle-même, la direction de la seconde compo¬ 
sante représentée par R fasse, avec la direction de la vitesse v, l’angle y. 
Les quantités p, p, e, P, Q, R, a, {3, y seront autant de fonctions des 
deux variables indépendantes s, t et, en vertu du principe général de 
Dynamique, la pression p sera précisément celle qui aurait lieu dans 
l’état d’équilibre du fluide uniquement soumis à la force accéléra¬ 
trice R. Par conséquent, le théorème ci-dessus démontré fournira 
l’équation 


(5) 


~ = pR cosy. 



DE MOUVEMENT DES FLUIDES. 


267 

D’ailleurs, Q et R étant les composantes de la force P, si l’on projette 
ces trois forces sur la direction de la vitesse, on trouvera 

(6) P cosa = Q cos(3 -+-R cosy. 

Donc, par suite, 

( 7 ) ^ = p(P cosa — Q cos(3). 

Observons maintenant que, si l’on appelle os, y, s les coordonnées rec¬ 
tangulaires de la molécule située à l’extrémité de l’arc s et X, Y, Z les 
projections algébriques sur les axes de la force accélératrice P, la 
valeur de cosa vérifiera l’équation (4), et qu’on aura, en consé¬ 
quence, 

„ IV dx dy r , dz 

(8) Pcosa^-X-jg-H-Y^+Z^. 

De plus, la courbe que suit cette molécule pouvant être censée décrite 
en vertu de la seule force accélératrice Q, la variation de la vitesse e, 
pendant un instant très court A l compté à partir de la fin du temps t, 
pourra être considérée, sans erreur sensible, comme uniquement due 
à la force Q décomposée suivant la courbe dont il s’agit, c’est-à-dire, 
à la force accélératrice représentée par la valeur numérique du pro¬ 
duit Q cos[3. Il est aisé d’en conclure que ce produit sera équivalent, a 
très peu près, à la variation de la vitesse divisée par A t. Or, l’espace 
parcouru pendant l’instant A t étant sensiblement égal a eA L et la 
vitesse étant fonction des deux variables s ati, si, pour fixer les idées, 
on suppose 

v = f(s, t), 

en désignant par t un nombre très petit, on trouvera, pour la variation 
de la vitesse pendant l’instant A t, une expression de la forme 

/[s -H (<> H- e) At, t-h Ai] — f(s, t). 

En divisant cette variation par A t, puis faisant converger A l vers la 
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limite zéro, on obtiendra la valeur suivante de Q cos (3 : 


O COS fi = V 


0 f(s, t) 


à fis, t) 
àt 


ou, ce qui revient au même, 

_ „ ài> àc 

(9) . Q cos P = p Â7 + Â7- 


Si dans l’équation (y) on remet, pour Pcosa et Qcos( 3 , leurs valeurs 
tirées des équations (8) et (9), on trouvera définitivement 


- (*o) 


dp _ /Xdx-j-Ydy-hZds àv d<’\ 

às ^ \ ds Os àt ) 


Telle est la formule différentielle qui exprime la relation existant entre 
la pression et la vitesse dans le mouvement par filets d’une masse fluide. 
Ajoutons que, dans ce même mouvement, la vitesse v peut être décom¬ 
posée en deux facteurs dont l’un dépende uniquement de la variable s 
et l’autre de la variable t. Pour le démontrer, imaginons la masse fluide 
divisée en filets dont les sections transversales soient très petites et 
varient d’un bout à l’autre d’un filet donné, de manière que les mêmes 
molécules passent successivement par chacune d’elles. La quantité de 
fluide qui passera, pendant un instant très court, par une section plane 
faite dans ce filet perpendiculairement à sa longueur, sera proportion¬ 
nelle, d’une part, à faire de la section, de l’autre, à la vitesse des 
molécules qu’elle renferme à l’instant dont il s’agit; et, comme cette 
quantité de fluide devra rester la même pour toutes les positions pos¬ 
sibles du plan coupant, il est clair que, à chaque instant, les vitesses 
de deux molécules comprises dans deux sections differentes seront en 
raison inverse des aires de ces sections. Par suite, si v désigne toujours 
la vitesse, au bout du temps t, de la molécule fluide située dans un 
certain filet à l’extrémité de l’arc s et si, de plus, on représente par p 0 
la vitesse à la même époque d’une autre molécule située dans le même 
filet à l’extrémité de l’arc j 0 , s 0 étant une valeur particulière et constante 

de la variable s, le rapport dépendra uniquement de cette variable. 
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On pourra donc supposer 

V _ 

~ F ' 

ou 

0 *) V — Vt,[X, 

p. étant une fonction de la seule variable s ete 0 une fonction de la seule 
variable /, ce qu’il fallait démontrer. Il nous reste à faire quelques 
applications des formules (io) et (u). 

Supposons d’abord que le mouvement du fluide soit ce qu’on appelle 
un mouvement permanent, c’est-à-dire que la vitesse de chaque molécule 
et. la direction de cette vitesse dépendent uniquement de la position 
absolue de la molécule que l’on considère. Alors, la valeur de v ne 
variant plus avec le temps, on aura 


ce qui réduira la formule (io) à 


O») 


dp /X dx - 4 - Y dy -v-Zdz vdv \ 
Hs~~ P \ ds ds j 


Concevons que, dans cette hypothèse, la densité p ait une valeur cons¬ 
tante et que l’expression 

X dx -i- Y dy Z dz 

puisse être ramenée, comme il arrive dans beaucoup de cas, à 
forme dl, 1 représentant une certaine fonction des coordonnées a.*, 
y, z. Il deviendra facile d’intégrer l’équation (i3) ou, en d’autres 
termes, la suivante 

dp (dl vdç \. 

04) Xts ~~?\ds ds J 

En effectuant les intégrations par rapport à la variable indépendante * 
à partir de la valeur particulière s = ^ 0 et désignant par/?», o* 
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valeurs particulières correspondantes des variables p,X v, on trouvera 


05) 


P—P» —p 


l-l 0 - 



Par suite, si la pression à l’extrémité de l’arc s est la même qu’à l’extré¬ 
mité de l’arc ^ 0 , on aura simplement 


l — l 0 — — e§) = o, 

et l’on en conclura 

('6) r 2 — <>* — 2 (X — ï r ,) = 2 J'(X.dx -t-Ydy Z dz). 

Il résulte. de cette dernière formule que, dans le mouvement permanent, 
une molécule fluide, en parcourant une courbe aux extrémités de laquelle 
les pressions sont égales , gagne ou perd la même quantité de force vive 
que gagnerait ou que perdrait dans le vide une molécule solide douée 
de la même, masse et de la même vitesse initiale, assujettie à décrire la 
même courbe et soumise aux mêmes forces accélératrices. 

Le principe qu’on vient d’énoncer suffit quelquefois pour faire dé¬ 
couvrir parmi les circonstances du mouvement celles qu’il importe le. 
plus de connaître.'. Admettons, par exemple, qu’un fluide pesant et 
homogène s’écoule d’un vase entretenu constamment plcinjiar un ori¬ 
fice. très petit. Alors, au bout d’un temps plus ou moins considérable, 
le mouvement devient sensiblement permanent et, par conséquent, la 
vitesse du fluide, à la sortie du vase devient à très peu près constante. 
Or il sera facile, à l’aide du principe établi, de calculer cette vitesse. 
En effet, la pression atmosphérique étant, à très peu près, la même sur 
la surface supérieure de la masse fluide contenue dans le vase, et sur 
la surface latérale de la veine qui s’en échappe, la force vive acquise 
par une molécule, dans le passage de la première surface à la seconde, 
devra être, en vertu de ce principe, le produit de la masse de la molécule 
par le carré de la vitesse qu’acquerrait dans le vide un corps pesant 
descendant de la même hauteur. Donc, si l’on nomme h cette hauteur, 
v 0 la vitesse de la molécule à son entrée dans le vase et v sa vitesse au 
moment de la sortie, on trouvera, en divisant la variation de la force 
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vive par la masse, 

(17) <’ 2 —<>„ 2 =2 gh . 

On aura d’ailleurs, en vertu de la formule (11), 


V = «’o F, 


p. désignant le rapport des sections faites, dans un filet fluide qui ren¬ 
ferme la molécule et aux extrémités de ce même filet, par des plans 
perpendiculaires à sa longueur. Cela posé, on tirera de l’équation (17) 


(18) 


(> 


\/(i g h) 

TFT) 


La valeur de p. devant être, très considérable lorsque l’orifice est très 
petit, on peut, dans une première approximation, négliger le terme 
ce qui réduit la formule (18) à 

(19) • C = \/(2~gk). 


Les équations (18) et (19) sont celles que l’on déduit ordinairement 
des calculs fondés sur l’hypothèse du parallélisme des tranches. Lors¬ 
qu’on veut faire usage de l’équation (18), on prend pour valeur de p. le 
rapport entre la surface supérieure du fluide qui, en général, est sensi¬ 
blement plane et la section minimum de la veine qui sort par l’orifice, 
ce qui serait exact si toutes les molécules fluides, même celles qui 
décrivent des courbes differentes, arrivaient dans le vase et dans la 
section minimum de la veine avec des vitesses communes. 

Supposons maintenant que le mouvement du fluide cesse d’être per¬ 
manent, Alors, en substituant dans l’équation (10) la valeur de v tirée 
de la formule (u), on trouvera 


dp ( X d.T +\'rtfy + Z'/5 , u dp dv t>\ 

~ds~ P \ ds : ~ ds ^ dt ) 


Si l’on admet toujours que la densité p soit constante et que l’cxpres- 
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sion Xdx-+-Ydy-+-Zdz se réduise à <fk, X étant une fonction des coor¬ 
données x, y, z, on pourra intégrer, par rapport à *, l’équation (20) 
ou, ce qui revient au même, la suivante 


(2l) 



dl _ )2 \j. dp. dv ü 

ds < 0 ~~ds ^ Ht 


c(, en désignant par s 0 , p 0 , X 0 , ç 0 des valeurs particulières correspon¬ 
dantes des variables p, X, e, on obtiendra la formule 


(22) 


P — Po : 


'Kp 2 - 1 )- 


dv 0 
dt 


TP' 


ds 


dans laquelle l’intégrale relative à .y est prise à partir de l’origine s 0 . 
Enfin, si 1 on suppose que la pression soit la même aux extrémités des 
ares s Q et s, on aura simplement 

J' [ xds = o 

cl, par suite, 

. (93) e*(p*-0-+-9^ J l xd S = 2{l-l 0 ). 

Le coefficient différentiel étant toujours positif quand la vitesse e 0 

croit avec le temps et le binôme X — X 0 représentant une quantité finie 
indépendante de la variable, l, il résulte évidemment de l’équation (23) 
que, dans le cas où les différences p. 2 — 1, s — s 0 sont de même signe, 
c’est-à-dire lorsque les filets vont en se rétrécissant dans le sens du 
mouvement, la vitesse e„ ne saurait recevoir un accroissement indéfini. 
Donc alors, si cette vitesse a commencé par croître, elle ne s’élèvera 
pas au delà d’un certain maximum ou, du moins, ne dépassera pas une 
certaine limite. Lorsqu’elle aura sensiblement atteint ce maximum ou 
cette limite, on aura, à très peu près, 

dv o 

dt ~~° 


(94) 

et, par suite, 


'ejS(p 2 — i) = 2(*— X 0 ) 
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<>ti, <mi d'autres termes, 

la:o < i2 -<'5 = 2a_). o) , 

(•oinnu' dans le cas du mouvement permanent. 

Si l’on veut appliquer les formules précédentes à un fluide pesant, 
alors, (mi supposant que l’on prenne pour axe des x une droite verticale 
et que l’on compte les x positives dans le sens de la pesanteur, m, 
trou vera, 

\ = g 9 Y = o, Z — o, 
fO I X dx 4- Y dy -hZdz — g dæ ; 

on en conclura 

l — X 0 ). 

Lola posé, lus équations ( 22 ), (23) et (2.5) deviendront respective¬ 
ment 

t •».(> ) P — />„ — p (’J (p- - 1 ) - j p. ds , 

d‘V f* 

(27) r*(^ a — 1) -I» 2-jj j pds= 2g(x — x 0 ), 

(28) o 2 — vl~-=z2g(x — x Q ). 

La dernière do celles-ci s’accorde avec l’équation (17), puisque æ a\, 
représente précisément la hauteur verticale de laquelle descend mn 
molécule fluide, en passant du point dont l’abscisse est x 0 au point 
dont l'abscisse. ( x st oc. 

En (mn inan t ce Mémoire sur le mouvement par filets d’une mas>r 
fluide, nous ferons remarquer que l’espèce de mouvement désignée 
sous ce nom a nécessairement lieu lorsque la masse entière s»e réduit a 
un filet fluide contenu dans un tube infiniment étroit. Par conséquent, 
la formule, (2(3) est applicable aux oscillations de beau dans un tube 
recourbé (voir la Mécanique de M. Poisson, Liv. A )• Si dans ci lit nu un 
formule on attribue successivement aux variables p, a , u-, s le^ duix 
systèmes de valeurs particulières qu’elles acquièrent aux diux exfn 
mités du filet fluide à la fin du temps t et que l’on désigne ces valeur 


OEuvres de C — S. Il, t. I. 
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pari"n*ulîôros par //, a--', ✓ ï P \ *?. ^ *. «n tr °™ ra 

(.,,,) />' — /’o-P [<?(•*' — î “ 0 “ ~dtj ^ dS ]’ 

(3 ,„ P ( &./V4 

rM**. » » dcva.d <Hre taUc. .Uns la première équalien. 

limil,, ... ✓. H. .la.» la -coado. autre Ica Inadca a . . 
B „ celnuicliiliit .le l'autre les deux éqaattons q.„ preeed.at, 

obtiendra la suivante 

t:t „ 

i . |, wm( .j|(. l’inté<>rale relative à s est. prise entre les limites .9, s . Si 
iC».d'ailleurs ,«« la pre-iot. P ai. la marne valeur aux ■ eux 
extrémités «lu (Uet lluide, la formule (3i) deviend.a 


(T>.) 


,,o _ LrW*- y-’*) - ^3ïf v- ds = °- 


. i , il,- o di'si<me la vitesse au bout du temps / 
dr M. Poisson (biv.V, § U)- 
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L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 


AUX 

I )ILFfCK1ÎNT1I2LLES PARTIEL LUES ET A COEFFICIENTS CONSTANTS 


Journal de, l'École Polytechnique ., XIX e Cahier. Tonie XIL p. 5n: 


I/ol»j<*( <juo jo me propose flans ce Mémoire est de résoudre la qua¬ 
tion suivante : 

Etant don née y entre la variable principale o et les variables indépen¬ 
dantes ,r, y, z, une équation linéaire aux différences partielles et à 

coefficients constants avec un dernier terme fonction des variables indé¬ 
pendantes, intégrer cette équation de manière que les quantités 

do d~o 
9 ’ 1 ?' 

se. réduisent à des fonctions connues de x, y, ... pour t = o. 

( 1 ) Ce Mémoire, présenté à l’Académie royale des Sciences le 16 septembre ib-n. e>t 
le développement de celui que M. Cauchy avait donné, sous le même titre, le 8 oc¬ 
tobre ïSiai. Mais il en diffère quant à la manière d’envisager la question principale et 
renferme eu outre des additions importantes. Plusieurs de ces. additions étaient déjà 
indiquées par les Notes insérées, soit dans le Bulletin de la Sociétéphilomathiqm poiii 
l’année 18 i, soit dans l’Analyse des travaux de l’Académie des Sciences pendant a mtmc 
année. D’autres, savoir celles qui font le sujet du quatrième paragraphe c e a premitre 
Partie, ont ou pour base un théorème dont l’auteur avait signalé, il ) a on^temps. (. 
nombreuses applications, dans une lecture faite à la même Académie, et a aitt 4 oqut » 
était parvenu à exprimer par des intégrales doubles les racines îée es 1 une eipia 
quelconque algébrique ou transcendante. 
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La solation générale de celle question peut se déduire d’une formule 
qui, employée d’abord par M. Fourier dans le Mémoire sur la chaleur, 
a été depuis appliquée à d’autres problèmes et, en particulier, par 
M. Poisson et moi à la théorie des ondes. Do plus, les résultats fournis 
par la méthode générale sont, dans beaucoup de cas, susceptibles 
d’être simplifiés à l’aide do quelques autres formules qu’il importe de 
connaître. Nous réunirons ces diverses formules dans la première 
Partie de notre Mémoire et, dans la seconde, nous résoudrons la ques¬ 
tion proposée. 


PREMIÈRE PARTIE. 


§ I. La formule de M. Fourier, étendue à un nombre n de'variables 
x, y, z, ... sert à remplacer une fonction quelconque de ces variables 
par une intégrale multiple dans laquelle x, y, z, ... ne se trouvent plus 
que sous les signes sin et cos. Elle peut s’écrire comme il suit : 


(') 


i A*, y, 
) 


...cosa(,r — fi) cos (3 ( y — v) cos y (5 — m). 


X ./(F-j v, or, . .. ) ch. cl [je d$ ch dy dzs ■ . ., 


les intégrations relatives à a, [ 3 , y, ... étant effectuées entre les limites 
— oc, +00 et celles qui se rapportent à p., v, &, ... (Mitre des limites 
quelconques, pourvu que ces limites comprennent les valeurs attri¬ 
buées à x, y, z, .... Pour rendre plus faciles les applications de cette 
même formule, il convient de la modifier un peu en substituant aux 
cosinus des exponentielles imaginaires et d’écrire simplement 

^ j /(•*', y, s, . ..) = j J j ■ ■ </'■'. .. 

X /( v, u j, . . . ) doc d[j. dfi dv dy dis .... 

Il est essentiel d’observer que les fonctions renfermées sous les 
signes J J J •••» dans les intégrales multiples qui forment les seconds 
membres des équations (1) et (2), passent du positif au négatif par la 
seule variation des quantités a, ( 3 , y, .... Il en résulte que ces intégrales 
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multiples pourront devenir indéterminées mais jamais infinies. Toutes 
les fois qu’elles deviendront effectivement indéterminées, il suffira, 
pour faire cesser l’indétermination, de multiplier dans chacune d’elles 
la fonction sous les signes f jf--- par un facteur auxiliaire de la forme 

<K*«, t'y,:-) 

_ <1/(0, O, O,...) ’ 

la lettre <{/ indiquant une fonction convenablement choisie (') et k , k', 
k", ... désignant des quantités positives infiniment petites qu’on devra 
réduire à zéro après les intégrations effectuées. Kn supposant, pour 
plus de commodité, 

on réduira le facteur auxiliaire à 

t > \ dq/ra, kÇ>, ky, ...) _ 

^ 4>(o» o, o, • • •) 

Par suite, on.pourra, dans un grand nombre de cas, prendre pour ce 
même facteur l’une des expressions 


( 5 ) 

i -h /r- ( a 1 -H ( 3 2 -h y 2 H-. •. ) ’ 

(6) 

q— le \/ OC 2 -T*p .-q-Y'-f-... 

( 7 ) 

q— 4 * 2 ( a 2 -f-p s H- y 2 -+-. .. ) 


Nous ajouterons que l’emploi du facteur auxiliaire suffit pour établir 
les formules (i) et (2) ( 2 ). C’est ce que nous allons prouver en nous 

(*) Est-il possible, dans tous les cas, de choisir la fonction de manière à faire cesser 
l’indétermination? Si cette question était résolue négativement, il est clair qu’on devrait 
restreindre les applications des formules (1) et (2) aux seuls cas pour lesquels la condi¬ 
tion qu’on vient d’énoncer serait satisfaite. Mais rien jusqu’à présent ne nous porte à croire 
que l’on se trouve jamais dans l’impossibilité de la remplir. 

( 2 ) Lorsqu’on veut choisir le facteur de telle manière que, la formule (1) étant établie, 
on en déduise immédiatement la formule (2), on doit avoir soin do prendre pour 

^(h, k P, ky, . •. ) 

une fonction des variables a, [ 3 , 7, ... qui ait la propriété, comme les expressions ( 5 ), 
(6), (7), de conserver la môme valeur, tandis que toutes ces variables ou quelques-unes 
d’entre elles changent de signes. 
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arrêtant, pour simplifier les calculs, à la formule (i) et nous bornant 
au cas où les variables x, y, s, ... se trouvent remplacées par la seule 1 
variable œ. Dans ce cas, la formule (i) se réduit à 


( 8 ) 



cos a(x — y) /(y) clôt. dy. 


l’intégration relative à a étant effectuée entre les limites — ac, -t- co et 
l’intégration relative à p. entre des limites p', p." qui comprennent la 
valeur attribuée à la variable x. Pour empêcher que le second membre 
de la formule (8) ne devienne indéterminé, on devra écrire généra¬ 
lement 


(9) 


/(*) : 


-(' ( 


fj.” 


^(/i a) 

<h<>) 


COSa(a; — y) /(g) da dy, 


k désignant une quantité positive infiniment petite et <|> une fonction 
convenablement choisie. Il reste à faire voir que la formule. (9) subsiste 
toutes les fois que son second membre converge, pour dés valeurs dé¬ 
croissantes de k, vers une limite fixe. Or, en effet, si l’on pose 


(10) 



cosa(« — y) f(y) da. dy. 


on en conclura, en remplaçant dans le second membre a par ^ et p. 
par x -4- Æp, 

(11) \=J' j" ' CO S a y f{x + ky) da dy. 


puis, en faisant k — o, on trouvera (') 
(12) ' X = A f{œ), 


(’) Il est essentiel de se rappeler que la valeur de x est par hypothèse supérieure à jj.' 

qq _n/ n v — ,x 

et inférieure à pt", d’où il résulte que : — - - y - ‘ - sont deux quantités positives. Pour 

bien voir dans cette hypothèse comment l’équation (12) se déduit de la formule (11), il 
convient d’employer un artifice de calcul semblable à celui dont nous avons fait usage 
dans le Bulletin de la Société philomathique de décembre 1818 et de partager l’intégrale 
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la valeur do A étant fournie par l’équation 


(. 3 ) 


A 


= f ^^ cosa ^ dad ^- 


La valeur précédente de A étant indépendante de/(.r), il suffira pour 
l’obtenir d’attribuer h f(x) une valeur particulière. Si, pour fixer les 
idées, on suppose 

f(x) = e-*\ 

et, de plus, 

;j.' = — oo, [-<•"—■+• 06 ; 


on tirera des formules (io) et (12), comparées l’une- à l’autre. 


A e~ 


-U.. 


^(o) 


e~V-‘ cosa(.c — y.) cia. d[j. 


(■4) 


= / / e“^ 2 cosa( t r — [j.)clccdp i 

J — x J— 00 

00 /"• 00 

cosapt. cosa.r r/a d[L. 

— 00 — » 


Comme on a d’ailleurs généralement 


(10) 


/■ i 00 

/ é?“ a 

«■' — x 


2 cos 2 &a <:/a =r 


définie que renferme la formule (h) en trois antres intégrales, savoir : 


j_ „ fj! w cus * ,x f(,r+k F ) d * dix • 


/" /" cos a p* /( ^ *4* ? 


£/ 


yf/r 

[L 1 ' — ,r 

-y----- cosap. /*(.r -H k\x) do. d\s.. 

±_ y(°) 


Lorsque dans ces trois dernières on # fait converger k vers la limite zéro, la deuxième se 
réduit au produit A/(a?), la première et la troisième s’évanouissent. 

Si la valeur attribuée à x cessait d’ètre renfermée entre les limites \j! et [/', alors, en 
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et, par suite, 


, r -ace- cos l) a da 


(l dernier membre de l'équation (.Zj) se réduira simplement à 


G !l COS CL x dcL^-^Tie 


,d l’on conclura de cctlo équation 

(. 7 ) A = 21t - . 

On serait arrivé a la même, conclusion en prenant 

/(.r) = e-v /a " ; 

ou bien encore t 

Cela posé, la valeur générale de X deviendra 
(18) 

p u substituant celte valeur de X dans l’équation (10) et divisant les 
,ie„x r, S ,»r a*. .m iTlrouvera F»"’' ^ 

,-agissail .rétablir- On parvU-n.Irait ave la mono faoln*. ■> 

la formule 

. / 1 \" /'” r [>: ' r r" kfi, ky , ^J 

3 , J_.Jp J_.X (Jlto, O, O, ...) 

('9) ! xcosa(.» — p.)cos[ 3 (y— v)cosy(= — ®)--- 

( X /( (jl, v, «i, - - •) da dp dÇ> dv dydra..., 

dans laquelle k désigne une quantité infiniment petite. 


faisant k -• <>, on trouve rail 


ou bien 


_ T __ r/ r x f* f du a) COSocij. dv. cl\x 

^ — 00 

i f(z)f f tt(a) cosajj. dcc dp 

*1»( o ) ‘ «/__ 00 ^ — « 


par suite on aurait, dans tous les cas, 


X = o. 
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§ II. Avant d’appliquer les formules précédentes, nous allons en 
faire connaître quelques autres qui conduisent à des résultats dignes 
do remarque. 

Considérons d’abord l’intégrale définie 

(20) f f{a-)cla, 

— oc 


la lettre f indiquant une fonction réelle ou imaginaire. Je dis que, la 
valeur de cette intégrale étant supposée connue, on en déduira sans 
peine les valeurs des intégrales suivantes 


(21) 

(22) 




-4— b a H— j-~~ ] cla 1 


r * / il /; ' 

fiacrr— 2 a ' 2 b ' 2 -f- ) clci, 


dans lesquelles a et b désignent des constantes positives. Effective¬ 
ment, si Ton établit entre les trois variables oc, ( 3 , y les relations 


(3 =: cr a H-P 

2 a ' 2 


I b* 

7 m a~ a -5 

' a 

on trouvera 

(a 3 ) J = f[aa a -+ ba + 


et 


( 24 ) 


| f ^ y ~ ^ dy = a ' f B f{ aaï ~' 1 a% b 2 + da 

I - bi f, ’ 4 ‘ 


, J,!' , b\dx 

a 2 — 2 cr b -\ -5 —r* 

a-/ a- 


D’ailleurs, les deux intégrales que renferme le second membre de 
l’équation (24) se changeant l’une dans l’autre lorsqu’on y remplace 

„ JL 

a. par -j- sont nécessairement égales entre elles. 
a-a 
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On aura donc encore 


| J f(y i )dy = 2a i jf 


I ' = a- j" f(a<x- — a cr b 2 + A'j da. 


Cela posé, si dans les premiers membres des équations (a 3 ) et 
on substitue la lettre a aux deux lettres (3 et y, on tirera de 
équations 


flaa 2 - 


i r x 

— / /(«orf». 


"(et a 2 — 2 « 2 b 2 -t- da. — J /( a 2 ) dot.. 


Ajoutons que, les intégrales 


Jf"/(aa 2 -zJ b 2 -+■ da, b* 


, -I 7 | b\di 

Cl OC ~ — 2 Cl ** e) ~ —j— j — 

a' 1 / a 


étant équivalentes l’une à l’autre, la formule (27) entraînera la 


£/(»«*-,«¥+£)£ = -i 


\ ^/a 1 r x 

)*^àJ_. j{:ê)da - 


Supposons maintenant 


Comme on a 


J (a 2 ) - «-<*■. 


e~ a ' ; c/sc = 7î-. 


on conclura des formules (26), (27) et (28) 


e -"“ J - 4 “rfa 


<a=+2.) da 


(32) 
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„ . , , los équations (3o) et (3, ). pma que l'on rem- 

Si l’on fait « = ■ do»» *•*« rr lti <lans l a seconde 

i _; ;»«n h nar *1 b OU peU ~>u y 


place dans la première b par 2 b ou par 


b par j 


, on trouvera 


X 

p - a --îba.da ~n-e b \ 


e - a* cos 2 b oc doc ^ K" e” 


„-(-£) 


■ 7 C*C-", 


ou, ce qui revient au même, 


X 00 

iY f e -& cos 2 b oc doc, 
KJ J^oo 

1 / b- \ 

•y rA^da. 


Ces dernières équations, don, la secoue^ ^ 

él aien. déjà connues. exponentielles dont 1» 

;«Portionnc,s aux carrés ou au, racines carrées des 

exposants clés premières. 1 „i £ . n runic et uuc l’on cliffé 

Si l'on désigne par n un " om ^ c ^ é lions (3o) et (3C 

rende n fois de suite par rappoi t a b chacune 4 

on obtiendra les valeurs des intégrales 


-n a*-& a doc 


o \ 
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Ces valeurs seront données par les formules 


7 ««e-aaw.arfa— i)» ( 1 \ — (— l)" / ^ ' 

«-/ — 30 v ' 


V & \” T 
e 

a J \ 2 a 


h a - 


n(n — i) a n(n — i)(n — 2)(n — 3 ) a- 

X\ Ï-+- -- - ~7~> + —---- TT "+".*< 

i b- i,2 6* 


J e 

—» 


[ I+ 

(- 0 " 

x [ ,+ 


,#5r * ^“(" a3+ ^) /^Y 2 d n e-* a * b * /7r\ 2 /a\ 2 


~2/«/; 


Y a/ va/ \ô, 

/i(;i — i) i (/i-+-i)/?/a — 0(/i — 2 )/ i \- 


4 sjab 


I . 2 


[\\Jaby 


Si dans la dernière on pose 72 = i, on retrouvera la formule ( 32 ). 
Supposons encore 

( 38 ) f(<x i )=é ±a ^. 

Comme on a 

(3g) 

et, par suite, 

( 4 o) f e ±CL ‘v ~~ 1 da z=z / cosa 2 da±: 

J— 50 


J cos cc 2 da TT j si 11 a 2 <r/a — , 


-f 


r-~f 


sina 2 cia = f ^ ) (1 dz C— i ), 


on conclura des formules (26) et (27) 


(40 


(£ 


g-t-(aa 3 4*Aa)y/~I = ( ~ j ( l — 1 ) e 4 


-ÏT ,'/- 1 


-(<za 2 ~h6a)/-i 


TT 


(1—v'’”') 0 "’ 




( 4 a) 


4 )^ 


da — ( — ) (1 -j- J— 

2 a) v v y 


IjC 






Si l’on désigne par /z un nombre entier et que l’on différentie ri fois 
de suite par rapport à b chacune des équations (41) et (42), on obtiendra 
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les valeurs des intégrales 


/> 


e ±(atf+ba.)J~ï c l a 


±(acL*-*-£ÿ } /-i cia 


Ces valeurs seront données par les formules 


JL , - 

_ ( tt \ 2 i H- sJ — i à n e ’* a 


(-0"feV (m-V-j 


\2 a J (y ! y 1 Ob ' 1 \2 a j v \ 2 a ) 

n(n — i) a i —-- n(n — i) ( n — 2) ( n — 3 ) <7 2 

X I H- - 75 v — I — - ~f~7 

1 b 1 v 1.2 b* 


■±y 0 -^ 

2 a J 


x n c -(aa*+t>a)y/ -T da 


/ 7 t V 2 1 — y/ — 1 à 11 e ! *“ 
\2 a) (^_ d b 11 

n (h — O et r 

X r __ --- ■ y - 

1 b 1 




n(/i — 1 )(/i — 2 ) ( //, — 3 ) a- 


r e ( na ^èy~ ij*L 


( 46 ) { 


jlV" l±Yti _ / _2e_yÿ / «■y c , a îii/ii 

2«j (\/---l/‘ \ 2 « / ' * 

/?.f/i — r) i rr^ — Q(^ —• 3) / 1 _ V_ 

_ IH - 1_ 1.2 UvW 

(" aa+ ^) v /” ï 


K y j — y/— 1 d tl e - iaib ^ - 1 _/tu \ V ___ /-■ 

2 «y y- yZTjy êM" ”\2«/ ^ * 




r n ( a —1 ) 1 /— (tt-hi) m(/i — o(/j— 2)/ t __V 

X [' 1 ldaî/~ l 1 - 2 V4v/aV + ”’ 


§ III. A l’aide des principes établis dans les paragraphes précédents 
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il sera facile de transformer l’intégrale multiple 

r » /» “ /» » 

I ! .. . f(a- H- (3 2 H- y 2 -h. .. ) cos ara cos6(3 coscy... r/a <7j3 d'y... 

* — set- — oo*-' — oc 


en une intégrale double, quelquefois même en une intégrale simple. 
Pour y parvenir, j’observe d’abord que, si dans l’équation ( 8 ) on sup¬ 
pose x positif, on pourra prendre pour limites do l’intégration relative 


a p. 

ce qui donnera 


p. = o, 


P = 


oo; 


/(•*) = 


i 

2 7 T 


I 

TT 



cos a (a? — p. ) /( p. ) doc dp 


cos a(x — p) /(p) dot dp.. 


Si maintenant on remplace a par G 2 et p. par u 2 , on trouvera 

f(x) — — r Ç cos6 2 (#— z~) dQz dr, 

Ti d 0 «V 0 

puis, en écrivant a 2 h- ( 3 2 -+- y 2 -f-... au lieu de x, 

(48) /(st 2 -H (3 2 H- y 2 -K..) = ~ j* j cos0 2 (a 2 -h (3 2 -f y 2 -K..— t 2 )/(t 2 )0 dOz dz. 


Cela posé, l’intégrale (47) prendra la forme 

' / /* ®s /» » /"» w r* jo ri x 

\“ / / / **■/ / COS0 2 (a 2 -+-(3 2 H-y 2 -f-. . . —t 2 ) 

( 49 ) : » ''O 0 

* X cosaa cos 6(3 cosey. .. f{x-) dad$ dy.. .QdQrdz, 

et, par suite, elle ne sera autre chose que la partie réelle F do l’expres¬ 
sion imaginaire F 4 - Gy/— i déterminée par l’équation 


x r» x 


’ ' _ r r*x s* x .'i -js 

\ F + Gy/— i= - / / / ••• / / e O s (a*+pM-r+...-T’),/=rï 

(5o) J o J o 

( X cosaa cos b (3 cos cy... f{t-) da d$ dy.. .Ôddrdr. 



»iis koi vtions UMiuniis, ht*:. *jh 

i) ailluurs, un a\au( u^'anl à la prumiùru dus formulas ( ]\ ), on froii\ 


l à 1 i j u' 1 ' * v 1 cn<(t jt <lx j » t l% ( ^ ) * ' ^ * O 


( h\ aura du mùmu 

I *' * ‘ ' 1 U<K | '* ] 

/ r’ •• ' 'ru.,-y,/y ( " ) * ' V 


I ! \ i 

7 


Donr, m l'un (It'.irur par // le uumlirr îles \ ariay, -J, -, 
lirrra «le IY(| uation ( ’x> , 


... O 


f . <n - 


1 -M )./ ./, 

Kommu on a d'autru par! 


i, i ,/i 

/ : io/: 


* ' S * 


ou un uomdüî’a 


Uns 4 s \ I siu 

\ ‘ * » 


r v ■) 


V 4 


uî, par suilu, 

OOt F K\ r i:- j j 


f : : ••/... 


I*»H uualanl mitn* *d lu -, |u> part tu ^ ruullus du-* duu\ mum fuvs du rut h 
duruiûru njuatiou. puis uumanî a la plan* du la luffru F Finfugrali 
<jti u!lu rujiruM'îiîu, ou trouvur.t 


j j / * / y i' . fils a J ri W h ) j l’i » n t i . , , î! :i tf m j */^ 

/ ï f .-...I? ,'r " 


/O ' U 3 s • ■ | . *t t 

i'.' I' r '. 
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Il est donc démontré que l’expression (47) peut être généralement 
transformée en une intégrale double. J’ajoute qu’il est possible de la 
réduire à une intégrale simple, lorsque n désigne un nombre impair. 
En effet, dans cette dernière hypothèse, n — 1 étant nécessairement un 
nombre pair, on déduira de la seconde des formules (46) la valeur de 
l’intégrale 


et en faisant, pour abréger, 

( 55 ) ci" -t- b~ —t- C" -H .. . — p- , 

on trouvera 


( 0 ! T=-t- 


Tô : “ 




d8 

ô«- 1 ’ 


.1: 


—(o s —) v ^ i db 


_ 1 r <tj_ 

~ 2 ! 6 n - 1 


7T“ / 2 1 
2 T\p 

xf.- 


-V : 


\J 2 


{n~x)(n -- 3 ) 


4 2 Tp 

Cela posé, l’équation ( 52 ) donnera 


o-Tpv/~ l 


/- (/iH-iïï/i — i)(n — 3 )(n — o)f 1 \ 2 

'■ V * 


4.8 


\2T p/ 



H- 




/j -1 

t"- e-TpvFî 


x 1 


O — ï)(n — 3 ) 1 


2Tp 


;v/- 


(« 4 -OOî. — i)(n —.TiO»— 51 / 1 


4.8 


(-) 

\2T p/ 


/(T 3 ) fifr 




X 


?YX 

[1- f_LV dx; 

L 4 2Tp' 4.8 \2Tp/ J- 7 
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et l’on aura en conséquence, pour des valeurs impaires de n, 

x» oo /'i oo /î oo 

F = / / / .. ./(a 2 + (3 2 n-y 2 + ...) cos a a cos b zoscy... da d$ dy... 

«y—« *y—oo«y—oo 

=<f fr ^ [■ - • i 

x cos[ U ~ l)7r — Tpj/(T*)rfr+ 2 (^f) t_T- 

(n — i)(/i — 3) i (/i-h3)(/i-)-ï)(/i--i)(/i — 3)(/i — 5) - 7 )/ 1 \ 3 


X Slll 


(n — 1 ) 7i 


ÎT p 


— T P 


4 . 8.12 


irp 




Si, au lieu d’introduire dans le calcul la quantité p déterminée par 
l’équation (55), on avait supposé 

&“ -|— b~ -f- C~ *+- . . . — s j 


(58) 

alors on aurait trouvé 

r s 4-... 


r 


( 0 2 t 2 +- 


4 II 


6 - 


- 1— 2 j_ o 




(—i) 2 a " -1 fi — \i — i \ 7 t 2 d 2 e~ TS *^~ i 
___ — ’ 


(y/=7) 2 v v ~ x * 

et, par suite, on aurait conclu de la formule ( 52 ), 


(5g) 


(6o) 


n — 1 n — 1 / 

Fh-Gv/— i = (—0 * 2 n n ‘ 2 J 


z"*» 11 ~ 1 * _ 

0 s e -T^V-i 


/(r 2 )rfr. 


ôs 


F = (— l) * 2 K 7l S 


n —1 /? — 1 

2 r\7l rrr- t 


à 2 COSTS 2 , , 

Os 2 


Il suffît de développer cette dernière valeur de F, et de remplacer dans 
le développement obtenu s par p 2 , pour revenir à la formule (5 7 ). 

Si dans l’équation ( 60 ) on substitue à la quantité F l’intégrale mul- 
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tiple que cette quantité représente, et à l’expression 


à 2 COSTS 2 , , 

-^r-/(?-)<* 

ds 2 


l’expression équivalente 


2 "Z 

ds 2 


h: 


cos^f 2 a f(a 2 ) doc , 


on aura définitivement, pour des valeurs impaires de n, 

I /•» x s* 30 /"» co 

l / / / ... /(a 2 + (3 2 -h y 2 -f-, • •) costf a cos &j3 coscy... da dfi dy... 

| J — 00 — 00 — oa 


n— 1 — 1 


I ”(—I) 2 2 /i ”' 1 7î 2 —— L ^ coss^a f(a 2 ) da 9 
\ ds 2 ^ ~ 00 

j désignant toujours la somme a 2 -t- ù 2 •+- c 2 -+-.... A l’aide de la formule 
précédente, l’évaluation de l’intégrale multiple 

/ -i oo oo oo 

/ / .. ./(a 2 h- 3 2 + y 2 4- cos «a cos &(3 coscy... da <^(3 <r/y. .., 

» — oo t- — oo d — oo 

dans le cas où les variables a, ( 3 , y, ... sont en nombre impair, se réduit 
à la détermination d’une intégi’alc simple de même espèce, c’est-à-dire 
de la forme 


r* oo 

/ /(«*) 

*- _ 00 


cos aada. 


Si l’on fait n = i, l’équation (6i) deviendra identique. Si l’on pose 
n = 3 , elle donnera 

, r» oo rh oo /aoo 

i l I I /( a2-1 “ (3 2 -f~ 7 2 ) cosaa cos&(3 coscy c/a <tf(3 c/y 

«y — oo — oo «y — oo 

d r 30 ~ 

= —^TC-^r I COSS 2 a f(cc 2 ) doc 

«y — oo 


(«2+ 62-+- C 2)2 y-» 


t r«/(< 

2 •/—» 


*) si il (a 2 -t- 6 2 -t-e 2 ) 2 a<*c. 


( 62 ) 
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Les intégrations indiquées dans l’équation (62) devant s’effectuer entre 
les limites — 00 ,- 1-50 de chaque variable, on peut, sans altérer cette 
équation, y substituer aux cosinus des exponentielles imaginaires. On 
trouvera ainsi 


* / / / /(a 2 ^(3 2 H-y 2 )e ( “ a+ *P +cï) ^^d[3dy 

I J—mJ—qoJ— « 

(63) =-4 

j — 00 

! = - ? - n V . 1 Ç ae l« ! +''M-('5) ï av/-iy( a S) cltx. 

1 (a 2 -+- &‘ J -b c ’ 1 )' 2 * 

Si maintenant on remplace les variables a, ( 3 , 7 considérées comme 
représentant des coordonnées rectangulaires par trois coordonnées 
polaires p, q, r, en sorte qu’on ait 

(64) u—rcosp, (3 =:;-sinpcos< 7 , 7 = r si»/; sinr/, 

la formule ( 63 ) deviendra 

/ r» TC /» 2 TC /Tu 00 • 

l / / / r 2f( r 2) e l<tcosp + ùsinpcos</+csinpsinf)rS-l SÎUpdp d(] dv 

] v '0 *• 0 d() 

(6o) r - /- 

J _ 271 V 1 / a 6 ,(fl.+.A»+ t -*)ïa v /- i/(a 2 )ofo. 


(a 2 -h Z> 2 -h c 2 ) 1 


On en conclura, en posant h = o, c = o, 


(66) ai 


,,2 /( ; * 2 ) e nr ™*P^~ l sin p dp dr : 
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On aura par suite 


/ r 2 /( ;’ 2 ) e ( rt2 - t “ r *^ r cos /> v'- ■ 1 sin p dp dr 
• o 

- 27tV '~‘-j f°° a e< " Î+A1+ el /( a 2 ) ; 

( a 2 -H & 2 c 2 )~ 2 00 
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d’où il résulte que l’équation (67) pourra être présentée sous la 

forme 


IJ , •> TC 2 TC /j: o - 

/ / /'îf(r 2 )e {aC 0 S P +balnpc 0 Sf f- i ' csinpsinq)r *~ 1 si n pdpdçd r 

0 «A ^0 

/aoo 4 _ 

—- 2 *jt / / 7 ‘ 2 /( /,2 )^ (rt3+62+c2) * >COSFv/= " 1 s ^ n / > dr . 

\ P 0 *^0 

Cette dernière équation se simplifie, lorsqu’on fait, pour abréger, 


( 68 ) 

et se réduit à 


r* 00 

/ r*/( '- 2 ) 


e ar ’f-î dr = F (fl), 


( 69 ) 


: 27 T 


F(a cos/; -+- 6 sin/> cos? + c sin/; sin?) sin/> dp dq 
j" f[(æ 2 + 6 2 h- c 2 ) 2 cos/>] sinpdp. 


Elle se trouve ainsi ramenée à la formule générale établie par M. Pois¬ 
son, à l’aide de considérations purement géométriques, dans un Mé¬ 
moire lu à l’Institut le 19 juillet 1819. 

On pourrait encore déduire de la formule ( 63 ) plusieurs consé¬ 
quences dignes de remarque. Je me contenterai d’en offrir une nouvelle. 
Concevons que, dans la formule dont il s’agit, on remplace a, ( 3 , y par 

A*a, B*8, C*v, et a, b, c par 4 ’ 4 ’ 4 ; A, B, C désignant trois nombres 

A 2 B 2 C 2 

quelconques. On trouvera 


(7°) 


[ aVc 2 f“ f f /(Aa 2 + B (3 2 -t- Cy 2 )e< aa+ *P +C Y , ' / - 1 dccdfidy 

1 — 00 ^ — 00 « 

1 __ 27i ^-î __ p 

/.2 \ 2 J — «0 


a' 2 b°- c 

A + B + C 


En opérant sur cette dernière équation comme sur la formule ( 63 ) 
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elle-même, puis ayant égard à l’équation (68), on obtiendra la 
suivante 


(70 



Si l’on suppose en particulier que la fonction indiquée par la carac¬ 
téristique F se réduise à l’unité, on aura simplement la formule 


( 7 2 ) 



sin p dp dq 


4 TC 


(A cos 8 /> -+- B sin 5 /; cos 2 ^ + G sin 2 /? sin 8 </) 2 (ABC) 8 


qu’il est facile de vérifier directement. 

Les formules (07) et (61) cessant d’être applicables, lorsqu’on prend 
pour n un nombre impair, il ne paraît pas possible de réduire dans ce 
cas l’expression (47) b une intégrale simple. Mais on peut alors la 
changer par le moyen de l’équation ( 54 ) en une intégrale double qui 
renferme, à la place des quantités a, b, c ,..., la somme de leurs carrés, 
savoir, 

a 2 -+- b 2 -+- c- -h.... 


Quand on suppose n — 2, l’équation ( 54 ) devient 

/■» 00 r* 00 

/ / y*(a 2 -4- (3 2 ) cos a a cos Z? (3 da dfi 

U - 00 - 00 


( 73 ) 


sin(W+ /(t 2 ) ^ rdr. 


Si l’on fait en outre 
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on trouvera 


(74 ) 


rt> as r* x 

I I /( a 2 ~r (3 2 j cos a a cos bfidadfi 

— ao — 3o ÿ 

= f f sin fv 4 - a - ^ , ~ f) /( F' J ) d F dv - 


Ajoutons que le second membre de l’équation (74) est la somme des 
deux expressions 


S*M /-* 00 

*■ <t 


sin v cos-— 7 —-F f(F v ) d F d ' J > 


cosv sin - 


4 

a°- -h è 2 


[xf(;j.'j) d p.d'j. 


dont chacune équivaut à la suivante 



(a --+- b 2 '1 2 


a (a- ■ 
- cos- 


T> 2 ) 2 (3 


/( a (3 ) cia dp. 


Il en résulte que l’équation (74) peut être présentée sous la forme 

ce rh x> 

I I (3 2 ) cos 0 a cos6[3 da dp 


( 75 ) 


a- -H b- 

— 2 j j sin -j cos—-- y. d\j.d'J. 


§ IV. L’intégrale multiple que renferme le second membre de 
l’équation (1) (§ I) est comprise, comme cas particulier, dans une 
autre intégrale que nous allons faire connaître, et qui jouit de pro¬ 
priétés remarquables. Supposons que, le nombre n des variables a, ( 3 , 
y,... étant toujours égal à celui des variables pi, v, w, ..., on désigne par 


M, N, P, 


n fonctions différentes de ces dernières. Concevons en outre que, 
parmi les divers systèmes de valeurs des variables p., v, ns, ... qui se 
composent de valeurs de pi renfermées entre les limites p.', p.", de 
valeurs de v renfermées entre les limites v', v", de valeurs de gj ren¬ 
fermées entre les limites u', ns", etc., on recherche tous ceux qui satis- 
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font aux équations simultanées 

( 76 ) M=o, N = o, P — o. 

Soient respectivement 

V u T3 = TB l9 


V/n — 1? ^7— TXT — -j, 

les systèmes dont il s’agit, en nombre égal km; et construisons l'inté¬ 
grale multiple 

/-*a” p'>" 

(78) / / / / •••cosaM cos[3Ncosyl > .../(|jt.,v,5T, ...)dxcly.dpd-<idydrn..., 

en ayant soin, toutes les fois qu’elle devient indéterminée, de multi¬ 
plier la fonction sous les signes f... par un facteur auxiliaire de 
la forme 

, / -, ^(/,-a, Â-( 3 , ky, . ..) 

■' 41(0, 0,0,...) 

dans lequel ^ désigne une nouvelle fonction convenablement choisie, 
et k une quantité positive infiniment petite. Je dis que l’intégrale (78), 
ou celle qui prendra sa place, savoir, 

( r V '" H r <\>(ka., ka, ky _ ) ,, f QV „ 

\ • •■J-—--- - —;—cos«M cosSN cosyP... 

(79) U-.Jp J - J * 4(0. 0,0, ...) 

( x /(ja, V, w, . . .) doc dp.dfi dv dy drs ..., 

aura une valeur en termes finis qu’il sera facile de calculer. Pour le 
démontrer, supposons d’abord que la limite p." de la variable p. soit 
très peu différente de la limite p/, que v" diffère aussi très peu de v', 
m" de ci', etc., et que, parmi les valeurs de p,, v, ct, ... renfermées 
entre ces limites respectives, les seules qui puissent à la fois satis- 


P = P 0. V = 

p. /J-j , v = 


^ —- 
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faire aux équations (76) soient les suivantes 

( 80 ) ! X “ H-Of v - v o> Z& — 7xfo, 

Alors, si l’on remplace a, ( 3 , y, ... par j, •••, et si l’on fait de plus 


( 81 ) p = p 0 -h/cit, V — v 0 -h liV, ts = tü b -p kw, 

l’intégrale (79) prendra la forme 




V'-Vn 


J;(ct, (3, y,...) 


n* a f*™ r* A 

\J_J h.-hJ_..Lv e= v;'” , K 0 » °> °’---) 


cosa(&w -i- - 1 - cip 4-...db £ ) 


(82) / "* Â 


X C0S(3(a'« 4 - 6'c 4- c ; (v\4-...dz £ ; ) cos y(a"u 4- b"v 4- d\v 4-...±: s /r )... 
X /(p. 0 4- k u 9 v o + bv, Ti 7 -t- À*tp, ...) da du d$ dv dy dw...> 


e, e', g", ... désignant des variables qui s’évanouissent avec la quan¬ 
tité k, et 

a, b, c, ..., a’, b', c', ..., a", b", c", ... 


les valeurs que reçoivent les fonctions 


JM dM _ _ dN dN 
dp ’ &v ’ Ors ’ ’ dp’ dv ’ 


9 N _ dP 
’ ’ dp 


dP âP 
dv ’ dn t’ 


quand on attribue les valeurs particulières p 0 , v 0 , u 0 , ... aux variables 
p., v, ct, .... Si l’on pose maintenant k = o, l’intégrale (82) deviendra 


(83) 


/(Po,v 0 ,ro 0 , •••) f f f •■■^~^^cosa{au-pbv-pcvv-p...) 

X cosj3(«'« H- b' v •+• c'w -h. ..) cosy(«"« -t- b" v -pc"w -+-...).. . 

X da. du dfi dv dy dw. ... 


Toutefois il est essentiel d’observer que cette dernière expression 
équivaut à l’intégrale (79), dans le cas seulement où la quantité p 0 
se trouve renfermée entre les limites p', p.", la quantité v„ entre les 
limites v', v", la quantité u 0 entre les limites xs', m", etc. Si une seule de 
ces conditions n’était pas remplie, par exemple, si p.„ était située hors 



I > K S KOI VT IO \ S L 1 \ K V 1 1 » K S , KTC. 


dr> liiui(r> p. , * 1rs drux quantifrs 


riant alors (h 1 munir sii*m\ su rrduirairnt finir ri faillir à } x„ u 


finir rt faulrr it r. ; rf par roimrspirnf, 1rs drux limilrs dr // vrnai 
it m* mnlundir (mur «1rs \alritrs inliniinrnf prlitrs dr k\ f inlr^ralr (H* 
aurai! tint* \alrur rnillr. 

H rrstr ii rxprimrr rn trnnrs finis la \alrnr dr fmlr^ralr 


m.o' 


i'{i • tnt : h i • ru 1 1 . 


> *» 1m t i U f* \ t ' u 


r/ // /> r r u* ; . 


d j t!U d '> d\‘ J * t!\\ 


frtfr \alrtir pruf rt rr iarilrinrh t ralrulrr dan lr ras part mu I irr 
liau su pposr 


f, h 


h î , r 


Kn rlFrf, si dans la fdrmnlr \ n* i nu rrmplarr la idnrf ion j\ .rfp\ r, . 
par f umlr* 1rs \ariafdrs H, .., par ^ ^ • • • * «*t \arialdrs 

v f f, nar ,r ; ///» r » Xv* r. » Ætr, . ... nu îïrrra dr rrttr Innmilr 


» / / / 


•n- / // «'üh V v nn y u 


d / f/// </* */r //y */n 


On aura* par rxrmplr, dans lr ras dr n î* 


rus / U d / du 


dans |r ras dr n 


i i i i 


fil» t U ClIN 'l l‘ (/À il U f/i f/l' 


Ktr., elr. 


t if tti't f, il*' t 


s. Il, I. I 
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Do plus, si dans l’intégrale- (84) on fait successivement. /? — i, 
n = 2, on obtiendra les suivantes 


( 88 ) 

(S 9 ) 


Cf 


= t(0) 


cos axu dx du, 


casai au -+- bç) eos(3 [a 1 a ■+ b' e) dx dud3 de. 

^( 0 , 0 ) ' 


Etc., etc. 

Pour fixer la valeur de 1’intégrale (88), on posera 


au — p. ou u 
ce qui réduira cette intégrale à la forme 

' <K«) 


_ P 


;'-j f_ ttttCos xpdxdp.-. 




2 TT 
(1 


les signes supérieurs ou inférieurs devant être adoptés, selon que la * 
quantité a sera positive ou négative. On aura par suite 


(9°) 


.CI. 


— "0 cos a a u dx du — II > 




\/a- 


\jcf désignant la valeur numérique de a. Pour fixer la valeur du finlé- 
grale (89), on posera successivement 

p -- bv 


puis 


au H- bv =r p, ou u 


. p — bv ri 

a- -h b'v~zv, ou 


a v — a: p . 
ail _ a‘ b y 


(‘t l’on reconnaîtra ainsi que l’intégrale (89) est équivalente aux doux 
expressions 


“ / / Il yr~” c 0 ?>a l J ' cos P ( a> —-+* b' v ) da d\x ch 

^ a —ao* ZCO0 — 00 —30 V(°> °) \ ^ J 


I 

ab l — a 1 b 


,*± 


r ±x ^(a,l 3) 


co S ap CO s (3v cia d\x d[6 ch , 


qz 00 
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dont la dernière se réduit a 


4TC- 

~ ab'—a'b ’ 


le signe supérieur ou intérieur devant être adopté, selon que la diffé- 
.rence ab' — ci'b est positive ou négative. Donc, si, pour éviter le double 
signe, on substitue à la différence dont il s’agit sa valeur numérique, 
e’est-à-diro la quantité positive 

\!{ab' — a 1 b) 1 , 

on aura définitivement 


(91 ) 


r r / 


J . - ! —COS a. (an 


bv ) cos ( a' 11 b' o ) dx du <l^> de 




^{ab’—a'by- 


On prouverait de la même manière que l’intégrale (84) si* réduit, pour 
n — 8, à 

_ (2TC1 3 __ 

\\ab' c" - - ab" c' -+- a 1 b" c — a 1 bc" -+- a" b & — a" b'c) s 


et généralement, pour une valeur quelconque de /?, à 


(92) 



1) étant le dénominateur commun des fractions propres à représenter 
les valeurs particulières qu’on obtient pour u, e, ... en résolvant 
les équations linéaires 

I au - 4 - ùv 4 - cw H-. . . = r, 

\ a 1 a 

( 9 3 ) / 

j a" a H- b a (’ 4- c' ! w -h. . . r, 


11 est essentiel d’observer que si l’on désigne par L le dénominateur 
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commun dos fractions qui représentent les valeurs de u, e, <c, ... 
tirées des équations 


ùM ùM 


( 94 ) 


9 N 

î- 

C)[X 

t ôV 

()[JL 


<m 

dv 

t dP 
’ (h 


<)m 

, ( Æ 

àm 

t dP 

Ô 7 J 5 


• .~I, 


et par L 0 ce que devient L quand on y pose 


F- — Pu, v —v„, 1 ro = ro 0 , 

on aura identiquement 

1 ) .-= L„. 


Par suite, l’expression (92) deviendra 

( •>. 7 T ) " 


et l’on trouvera pour la valeur en termes finis de l'expression ( 83 ') 
( 93 ) 


( 9 . Il ) n . 

-y(F0* ’A>, w», • • •)• 




Cette valeur est également celle de l’intégrale (79) dans l’hypothèse 
admise, c’est-à-dire, dans le cas où, les deux limites de chacune des 
variables p, v, c, . .. étant, très rapprochées l’une de l’auIre, les 
quantités 

f^Ü» GTo, • * ■ 


sont les seules valeurs de ces variables qui remplissent la double condi¬ 
tion de rester comprises entre les limites données, et de vérifier les 
équations (76). Dans l’hypothèse contraire, cette double condition pou¬ 
vant être remplie par plusieurs systèmes de valeurs des variables a, v, 
w, ...; par exemple, par tous ceux que renferme le Tableau (77), on 





h k s p.ot \Tio\> u\i*; \iui ; .s, eh;. :)oi 

ihwMM’a Fmlrrsallr rntrr 1rs drtix limitrs dr rltapur \ arialdr rn rir¬ 
ai rit K trrs [M'îiu i‘î inforintrs aux diiîrrrnrrs rnîrr 1rs \alrurs dr tvllc 
wnaidr fjin m* I rntsml dans lr i'aldrau ; puis, un parlai*rra Finir- 
uralr i *a t ru pltisirurs atilrrs dr utrnir tontir, ru Mtl»-d Huant aux 
t ntn\ al!»*-. rntrr 1rs 1 mutrs drs di\«Tsrs tnfrpralrs, rYsf - a - dirr aux 
î|iianîiîrs 

’ I ’f „ 4 J , M , . , 


liUITs îdcîisrisl - rr n prrf i f*. mil I» ! nr •. // a il dr loiîlrs 1rs maiurrrs pus- 
«uldr s. Parmi 1rs mtruralr- pari mllrs anin iditrimrs, rrllr qui rrnt 
plu a 1 rs r. nul iI M iî»s prrrrdr lulurut rîmiirns a I r;:ard dr> \ air un 
dr u , v» * , ... drMuîtrr par 


•.rra ia j ti H a lr h ît* a Fr xprrs<u<m M| t *. Erllr ijtîi rmuphra 1 rs turum* 
mud 11 nuis a tVntrd d’anîrm \alr»u‘s hitijnm't nuiiprisrs dans mn* dn 
li^nrs liun/inifalrs du laldr.iiî t ^7 1 s«*ra rr prrsriif rr par Finir drs 

r Xprr ssjuiîs 

* » - ' s 

/ ;i f.i., 

st,: 


f I » ... V , 

\ E 


/ r ,, . .. .» -'a. . 

\i. / s 


f ,, E. t t dr-iUlMllf rr pttr drurift la Idtmlmît F pnlir 1rs \alrtîrs 

doitI il sdt^if, Failiiu 1 rs auîi r , mîraralr^ pai Indlrs sr rrditUant a /rn* 
1 * l î \ r r| il ddtflr 1 dra*f\ at iuti pt rrrdrffî inrïf ! f.tttn iPUm i|r\nt*s rnlirllIÎV 
tjur la siiinîiir futalr dr s mtinralrs part nd îr s, «tu I iutr^ralr * ,9 E a ma 
| it 11 1 r \ airur, dans la mm vrllr li\jmtlirsr. 


•n 


% 


t/ 


/ 


\ e;„ , 


i 


f '1 « 


i ;*,> m., 

v * , 


! * * 
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Ainsi, l’on trouvera généralement 


| j I I J .. .cosaM cos( 3 N cosy P... /(p, v, ro, ...) da. dp c /(3 clv dy tirs.. 


I 


( 2 Tï)‘ 


„ f f( P«>'■>»> . ] , /(>I,V|,CT|,...') 




Aï 


Aï 


f (H-nt — li y ni— 1 < ^ ni - 1 9 • • * 

S/^tn -i 


la fonction sous les signes j f ) ... devant être, dans certains cas, mul- 
tipliée par le facteur L\, comme il a été dit plus haut. 

Si dans l’équation (97) on pose 

(98) /tp, V, 55 , . . .) A 2 É(p, v, 55 , . . 


ee.ttc équation prendra la forme 

i^ 1 ' » 3 C ,'*V" 


\ j I I i ...cosaM cos( 3 N cosy P. .. sJ\J F(p., v, 57, ...) cia d\x dfi ch c/y dus. 

' *- - 00 • fJL' *- -.- co *- V' 

— ( 2 7ï)" [F (p a , V„, 55 u _ ...)+. v 5T,„- „ .. .)], 


les limites des diverses intégrations étant toujours les mêmes aussi 
bien que la fonction L. On aura en conséquence, pour n — 1, 

->oo *[A'' _ 

(100) / / cosaM A 2 F(p) (la. dp.... — 271 [F(p„) -h F(p, ) + ...H- Fip,,,., )j, 

> — « « '|j.' 


la valeur de L étant 
(101) 



M représentant une fonction quelconque de la variable p, et 


{^0> H-l f * • • 5 I 


désignant les diverses racines réelles de l’équation 
(102) M~o 


comprises entre les deux limites p/, p.". On trouvera ensuite, 
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pour ii — 2. 


( io 3 i 


, â » » [J*" » oo -iV" 

/ / / / cos aM cos (3 N \/L~ F (' p, v ) r/a r/p r/(3 afv 

‘ <*' \J.' *--co*'v r 

■ ^1’ [ F ( p. (1 , V () ) H— F ( p I > ^ I ) H - • • > H - ^ (. p/77 — 1 5 — 1 )] » 


M, N désignant des fonctions des variables p et v, la valeur de L étant 
déterminée par la formule 


( I of\ ) 

et les quantités 


nm <m __ <)M <jn\ 

\ <)[j. àv ôv t)[i / ’ 


p0> Pm pl> ï * • •? p//; —1> P»-1 


étant les seules valeurs de p et de v, qui, sans cesser d’étre comprises 
entre les limites des intégrations relatives à ces variables, vérifient les 
deux équations simultanées 

( i o,") ) M = o, N —- o. 


En continuant do. la môme manière, on déduirait, successivement de 
l’équation (99) les formules particulières qui se rapportent au cas où 
l’on suppose n -- 3 , n — f\, .... 

11 ne sera pas inutile d’observer que les équations (99), (roo), 
( io 3 ), etc. subsistent, non seulement lorsque les fonctions 

F(fi, V, BT, . . .), F (fi), F (fi, v), ... 

sont réelles, mais aussi lorsque ces fonctions deviennent imaginaires. 

Concevons maintenant que,/(a?) désignant une fonction réelle de 
la variable x, les quantités M et N de 1 a. formule (io 3 ) soient des 
fonctions réelles de. p. et de v, déterminées par l’équation 

( 106 ) /(/a -+- v\>-- 1 ) 7— M -I- Ny/— f, 

ou, ce qui revient au même, par la suivante 
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Gomme on aura dans cette hypothèse 


m 

à» 


JN 
âv ^ 


~ v'-+ n 7 — 1 ) — v^T 


d\I 

à[J. 


dN-N 

dp- v ’y 


on en conclura 



Imaginons de plus qu’à la fonction quelconque F(p., v) on substitue 
la fonction imaginaire F(p. ■+• v \J — i), et désignons par 


œ 0 — /^ 0 +v 0 y — 1 > 

x i — p-i -+- v i 1 , 


X m ~-l — pm — 1 “t- V/n — 1 V * 

les diverses racines de l’équation 

(no) f(æ)=o, 

dans lesquelles les parties réelles demeurent comprises (Mitre les 
limites p/, p.", et les coefficients de \/ — i entre les limites v', v". La 
formule (io 3 ) donnera évidemment 

I A* 00 /» H‘ W /«s» 0 *^" 

[il cos aM cos(3N 

J —oo^ U,' ** — so *^V‘ 

( t T \\ ( _ _____ _ 

x/'( p- -+- V— 0/'(p — 'V— Of(p 4 - v \! — i J cla d [J. dfi dv 

— 4 7r 2 [t' (æ?o) *+" (^i ) + •••■+■ F )]• 

Si l’on veut que la suite 


*^o> 


Jc m—\ 


OC | j Os g y 





u*> r;ot vriuNs uneu nu, etc. 


:i«:î 

r i » !!i ( M , ï' t I s II r I m 11 f r % {n rarütn î’rrllrs un i ffiu - i lia im ilr lYt|U;t- 
Ij<*îi i i îh i, il Mjfliru * I * * tlam l,i turmui»' Min 


M m r n uti tirrra 4 ** 1 » * t h 11 î I » ‘ 

l f 1 1 n 

' 1 I I i l'- «••• -N 

i 1 ■ . 

f < '! V ’ f ‘ \ • I 1 • v M f M ■/ , / >. 

Ni » ail i * u ii I la 11 r » Ml al î l 11 < II** a t » '* , , , *1» * * \ a I» Il l -« li îi l* 1 *• »* ti< »ï ^fn 

tir tr llr ntniUrir « j m * » [tMii un»' * n !»• i,i> inr î ,» la pal î u* ivrllr ilr 
ifiriliv l'ulli jMI a* ntlfr 1 #- * liiylfi'* ’l , ’# , rt I*’ * nrflirirut «lr \ i 

riiîr«* In» 1 1 nu 1 r * ,■ » < » la InjuifJ» «in nMiJirfa 


I I 

i I ! i * 

J 


I i l i .•'« 


\ 


f i ‘ i? | i i t i 4 i i |' < a - 


i l if j t tu *i # */ 4, 


rl » ru fanant 

« i II ni rMiâ* lura 


t 

« s i § ï 
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Gette dernière formule peut servir à déterminer l’une quelconque 
des racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique, ou 
même transcendante (*). Si l’on se propose, en particulier, de déter¬ 
miner une racine réelle, on pourra prendre pour v' et v" deux quan¬ 
tités, l’une positive, l’autre négative, et très peu différentes de zéro. 
Alors, la valeur numérique de la variable v devant rester très petite 
entre les limites de l’intégration, on aura à très peu près entre ces 
limites 

P H- 'V - 1 = P> 

/'( p4-V— 0=/'(,“ —A-O^/Gp). 

M = ^[/(t A +n / ^)+/(p- —V 11 ” 1 )] “/GA 

N = [/(p 4 - 'V— i) —/(p — 'V— 0] “ A'( A 

ay — 1 

et, par suite, la valeur de x Q se trouvera réduite à 

( 11 5 ) / / f I cos ccf( (j.) cos |3vjT'( jut) [/' ( p)]- juc c/a <r/v. 

4 TC jj/ J—aoJy 

On aura d’ailleurs, entre les limites [3 = — oo, (3 = -f-co, v = v', v = v". 


Jll 


2 7 T 

vl/Gp)?' 


Donc la racine t» 0 , supposée réelle, sera donnée simplement par 
l’équation 

(n6) J cos«/(p)/[/'(p)]>rfarfp. 

La même équation se déduit de la formule (ioo), lorsqu’on pose 
m — \ dans cette formule, et que l’on y remplace p 0 par a? 0 , F(p) 
par p, et M par /(p). Nous ne nous arrêterons pas davantage aux 


( l ) On trouvera, dans les additions placées à la suite du Mémoire, d’autres formules 
plus simples qui conduisent au même but’. 
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conséquences remarquables que présentent les diverses formules ci- 
dessus établies, et nous allons passer à la seconde Partie de notre 
Mémoire, dans laquelle nous appliquerons ces mêmes formules à 
l’intégration des équations linéaires aux différences partielles et à 
coefficients constants. 


SECONDE PARTIE. 

§ I er . Soit donnée une équation linéaire aux différences partielles 
et à coefficients constants entre la variable principale o et les va¬ 
riables indépendantes x, y, z, ..., l dont nous désignerons le nombre 
par ny-t. Si, pour plus de simplicité, l’on commence par admettre 
que cette équation ne renferme pas de terme indépendant de ©, élit' 
sera de la forme 

(O V9 ™ o, 

V<p désignant une fonction linéaire des quantités 




?» 


à® 

()® 

à 9 

d 9 

àx’ 

ày’ 


" ' ’ ~dV 

à 2 ® 

æ® 

à 2 ® 

^2 QJ 


Ox à y 

Ox à z ? 


à*® 

à 3 ® • 

à 3 9 

à 3 9 

Ox 3 9 

Ox ' 1 ày ’ 

Ox 1 àz ’ 

' ’ _L ; 


c’est-à-dire, de la variable principale © et de ses dérivées des divers 
ordres, prises par rapport aux variables indépendantes. Supposons 
d’ailleurs que, parmi les dérivées relatives à t qui entrent dans la 

composition de V<p, celle de l’ordre le plus élevé soit aura 

identiquement 

_ _ — Ô® _ à 2 ® rr 

Vcp = V 0 cp -h V t — H- V 2 +... H- V 


(a) 


r d m cp 
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les caractéristiques V 0 , V ( , V 2 , V m indiquant des opérations rela¬ 
tives aux seules variables æ, y, s, et l’on pourra intégrer l’équa¬ 
tion (i) de manière que les quantités 

d<p à-v © 

■ àt’ dt l ’ ’ àt" l ~ 1 

se réduisent, pour l = o, à des fonctions connues de x, y, z, ... ; par 
exemple, aux suivantes 

(4) ...), f t (æ. y,z, f.(x, r, z, ...), ..., {x, y, z, ...). 

On y parviendra, en effet, par la méthode que je vais indiquer. 

Lorsqu’on veut uniquement satisfaire à cette condition, que les 
quantités 

dz> d 2 © d"'~ l w 

Ut’ UF’ " ’ dl"‘~ L ' 

se réduisent aux fonctions 

S i , -'j • * * )> fi (x, y, z, ...), f. (x., y, z, ...), .•>, fm —i ( te, y 9 z , ... ) 

pour z = o,.il suffit (voir la I ,c partie, § I) de prendre pour o une 
expression de la forme 


/ | \ fi /* 00 f* 00 

(—) I I .. .Tne“ ( *-P>^ePe r - v >/- I e'K' 

V 2 ^/ JJ J J V > 


(5) 


-i 


y*' 

X /o (p,v,m, . .. ) dcc dp dp dv drj dm . .. 

» [-*•" fi 00 r» v" 


/ * \n /»" f * 00 _ 

+ ^—J I I J j, .. ... 


X jf, ( jut, y, or, ... ) dcc dp dp dv dy dm. .. 


H-. 


/ r \ n /»» /'»<» r*'^ _ 

. ( — j / / / / 

y 1 TC J t — jo «, d — ^ 

x / w ~i (p y v,m, . *. ) <r/a rf (3 rfv Jy dm.. ., 


•ct) v/“ï_,. 


. les limites des intégrations étant les mômes que dans la formule (i) 
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partie), et d’assujettir les quantités 

To, T„ T., T„_„ 

rosées fonctions de t et des variables auxiliaires a, fi, y, ..., à 
fier, pour une valeur nulle de t, les équations de condition 


T„ = C 

<n\ 

d*T» 

= o, 

dn-'To 

dt ~ 0 ’ 

ÔL 1 

■ > dt m -' ' 

T - — - O. 

dT, 

<)t ■“ 

ær, 

— n 

cJ'"- 1 T 1 

1 { -u, 


- v 9 . . 

■ ’ àt m ~ l 


dT m _, 

ô* T„. 


’ * J . 

d m -‘T. ;i 

T/H-l :==:Z 

ùt 

dt* 

j = 0’ 

' ‘ ’ di" 1 - 1 


concevons qu’on désignant par u une nouvelle variable, on pose 

S — Fo H” T, u -1- F, ur . . . -+- T,„ . i ; 

t clair que les conditions (6) seront remplies, si la quantité S, consi- 
ie comme fonction de u et de t, vérifie, pour t = o, les équations 


S = i, 


d m ~ l S 


-- dt~ ’ ôe- ’ •••’ ' 

?,nt.d’ailleurs 

Ao, À„ A2, • • - , Ai, A„, 

jue deviennent les expressions . 

v 0 <p, Vjcp, V,„_ J<p, V„,0 

nd on y remplace <p par i, ^ par a s/— i, ^ par P y/— i, ^ par 
— i, - • . , et généralement 


àx p ôy q âz r . .. 
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Pour que la valeur de © donnée par la formule ( 5 ) satisfasse à l’équa¬ 
tion (i), il suffira que les quantités 

1*0» Tj, T,, -•*, f m— 1 9 


considérées comme fonctions de t, satisfassent à des équations diffé¬ 
rentielles de la forme 


\ T i A i A 
A 0 1„ + A,— 


d"'T„ 

: dt " 1 


iro; 


ou, ce qui revient au même, que la fonction S vérifie, quel que soit u, 
l’équation différentielle 


(•O 


A 0 S -+- Ai 


dS . d'-S 
~~T~ "4” A-2 —r""7 
dt de 1 


à m S 
" l Tt* 


: O. 


Cette dernière équation, réunie aux conditions (8) qui doivent être 
remplies pour t = o, détermine complètement la valeur de S. Pour 
obtenir cette même valeur, on observera qu’on satisfait à la for¬ 
mule (ix) en posant 

S = ê‘, 

et prenant pour 0 une des racines de l’équation algébrique 
Ao -h Ai 9 -f- A 2 9~ H- • • . -+- Am 0 ,n — O. 

Par suite, si l’on fait 

( 12 ) F(9) ~ Aq- t- Ai 0 - 4 - A 2 9 l -}-... -\- À rn Q m , 
et si l’on appelle 

(13) 60 , 9 t , $ it Q m —i, 

les m racines de l’équation 

(1 4 ) F( 0 ) = o, 

les formules 


S = e 6 .'. 


S = e r V, 
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seront des intégrales particulières de l’équation différentielle en S, et 
son intégrale générale, assujettie aux conditions (8), pourra être pré¬ 
sentée sous l’une ou l’autre de ces deux formes 


(.5) 


(16) S=F(«) 


(a — — G,)., .(a — ) e ^ t 

(0o— fi’iH&o— B*)- • .(A— ) 

( u — 0„)( u — 0, ). . .( « — 0„,_s) 


(0« 


0o K 0« 


01 ) • • •l 0/n-l • 2 ) 




A* 


A* 


[ (^ — Ô 0 ) — ^i) -t l) ^ 


Si l’on développe cette intégrale générale suivant les puissances ascen¬ 
dantes et entières de u, les coefficients des diverses puissances seront 
précisément les valeurs de 


T„ 


Cela posé, comme on aura 


I ( w) — Ao —H Ai u -f- A5 u~ -H • ••-(- A tn u m t 



u 


m -1 

0_ 


B'T 


on en conclura 


T 0 = 

a r ^ 

1 


-h. • 

_4_ 

Al> L 0o F'(0o) 

nr 

0 t F' ( 0 i) 

» . 

T,= 

a r eV 

1 


-K 


1 L0.F / (0o) 


0 i F'(61) 

. 


r «V 


e O t £ 


_L_ 


# L0ïF'(0o) 

B\ F'( 0 i) 


» • 

T,= 

f e®o ( 

1 


—L. 

. . -+- 

A, L0.f'(0.) 


0»F'(0.j 

_p. # 



r & 

.1 

eV 

_L_ 

-j- 


Al l0?F(6o) 


0ÎF'(0j 


• • 


A T 


A É 

H-. 

. . H- 


°L0„ 3 F'(6„) 


0 ? F'( 0 j 



T 

* B --« 1 
0 m _ 1 F / (0,„_ 1 ) J 

‘ 1 

o'L- . v(6 m ^)y 

g 8 —.' 1 

0«i-i F'(0«-i) J 

e K-,‘ H 

E'(0 M -Q J 

'I 

*5*-. F'(0*-,)J’ 
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et 


— — 1 j 

rfV 

•e fJ »* 

_J_ „--- 

Uf'i#oÏ 

1 We.) 

& ni—l ( &m— l) .. 




1 

À //î — 2 


+ ôîF'(ff t ) " • 


- Àq 

r eV 

e M 


Lôj'E'Ao) 

1 



puis, en faisant pour-plus de commodité 

J) j A< 


( 17 ) R- 
on trouvera 


WfW' 




ie 0 ) &?$’&) 






(: 8 ) 


T, 

T 2 


:A, 

: A 
: Ao 


ot m ~ l 5 

. , J" 1 - 1 R 

f) m - 3 R 


üt" 1 


-H A, 


ut" l ~ l 

d m ~* R A d m ~ l R 
+ Ki df"-‘ ’’ 


, _ . (IR . <? 2 R , . <? W_1 R 

1 m _ t = A 0 R Aj — 4- A 2 •+...+ A m _j - 


dt m - 


Si maintenant on pose 


(19) 



.. R h-î v/-‘ e P(r-v) ^-1 e ï(=-w) V e ».. ,rf« rf(3 rfy ..., 


on aura évidemment 



A 0 R e a(i-n.)'/- i e P(y-v) v /-i e Y(=-5î)i / -L. ,rfarf(3rfy -.. 

.. da rf(3 dy... 


V»-.Q = 



.. .A m _ 1 Rc*(*-! 1 W-‘eP(r-v)(/-»er(s-®)v-*.. .rfarfj3 rfy ... 
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et en conséquence, la valeur de o déduite des équations (5) et (18) 
deviendra 


(20) 



j f j •• ’Q/»(/■*> y , •• 

. ) cl[x dv dm . . . 



. ) dp. dv dus . . . 


P P P 

()t m -1 J J J 

. ) dp. dv dm . . . 

o- V 0 

f j f ■ • 

. . . ) d\j. dv dm . 

-t-v, 

-H • • • « 

^ f f f •'■Q /'»-•! V > 

.. . ) d[j. dv dm 

"+~ ^ ni ~ 

1 j f 

...) dp. dv dm 


11 est important d'observer que. la quantité Q donnée par la formule (r9) 
est une fonction des variables x, y, z, ..., 1, qui satisfait à l’équation 
aux différences partielles 

(21) VQ — o. 


Quant à la valeur de © donnée par la formule (20), elle n’est le plus 
souvent qu’une intégrale particulière de l’équation proposée 

(1) Vcp = o. 


Si l’on représente par U cette intégrale particulière, l’intégrale géné¬ 
rale sera de la forme 


(22) 9=Ü+V, 

V désignant une fonction x,y, z, L assujettie à la double condition 
de. vérifier l’équation 

( 23 ) VV=rO 


et de s’évanouir pour t = o, avec ses dérivées relatives à 1, depuis la 

OEuvres de C. — S. U, t. I. 4° 
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dérivée du premier ordre jusqu’à celle de l’ordre m — i inclusivement. 
Quelquefois il est impossible de remplir ces deux conditions autrement 
qu’en supposant 

(2^) V=0. 

Alors la formule (20) devient elle-même l’intégrale générale de l’équa¬ 
tion (1). Il semble, au premier abord, qu’il doit toujours en être ainsi, 
quand les différents termes du développement en série de la fonc¬ 
tion V s’évanouissent, ce qui a lieu, par exemple, dans le cas où les 
expressions 

v d m (o _ d"‘ V 

V '« dt ,n ’ V '« 0t n 

se réduisent aux coefficients différentiels 

d m o d" l V 
0L m ’ 0t m ’ 


multipliés par une quantité constante. Néanmoins, dans l’état actuel 
de l’Analyse, il est permis de concevoir à ce sujet des doutes légitimes 
fondés sur la remarque que nous avons faite dans un autre Mémoire, 
savoir, que les différents termes d’un développement peuvent s’éva¬ 
nouir, sans que la fonction développée s’évanouisse elle-même. 

§ IL Admettons maintenant que l’équation aux différences partielles 
dont on cherche l’intégrale renferme un terme indépendant de o, et 
fonction des seules variables 

x, y, z, t. 

Si l’on fait passer ce terme dans le second membre, l’équation donnée 
prendra la forme 

( 25 ) . Vo=f(x t y,z, 

et, pour ramener son intégration à celle de l’équation (1), il suffira, 
comme l’on sait, de connaître une valeur particulière de 9, pour la- 
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quelle Vep devienne égale à f(x, y, s, ..., l). Or, on obtiendra évidem¬ 
ment une semblable valeur si l’on pose 


(26) 


x 


da d\i. d$ dj dy dm.. .dd dr. 


1 y -*- 1 

2 7T/ 

/'(p., V, 57 , 


les intégrations devant être effectuées comme dans la formule (1) 
(I ve Partie), et la lettre A représentant ce que devient l’expression Y<p 

quand on y remplace © par r, par a y/— 1, ^ par (3 y — 1 , ..., ~ par 
0 \/ — 1, ... et généralement 

()P •+"'/•+"/’-t ... l-.s* q 

dy'/ ob' 1 . . . <b s ‘ 

par . 

( « v/— i )’’ ( (S v/- - 1 y ( y v 7 — 1 ) r • • • ( 0 \/— 1 y. 

§ III. Parmi les équations linéaires qui s’intégrent à l’aide dqs 
méthodes précédentes, on doit distinguer celles dans lesquelles se 
change l’équation (1), lorsqu’on prend pour Y© une expression de la 
forme 


la caractéristique Y 0 indiquant des opérations relatives aux seules 

variables x, y, z, _Alors la fonction çp obtient une valeur très simple 

qu’il est bon de connaître. Supposons, on effet, qu’il s’agisse d’in¬ 
tégrer l’équation aux différences partielles 


ou, ce qui revient au même, la suivante 


(28) 


<) m O 

dt m 


■ Y„o. 


Dans cette hypothèse, en adoptant les notations du paragraphe I, on 
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trouvera 


et, par suite, 

(29) 


F ( 0 ) = A„ — fl" 1 , 
F'(fl) =— 




e f V 

e \ m - 1 


e<W\ 

ù*m-i )’ 
l / 


6 „, 6,, ..., 0„j_, désignant les m racines de l’équation 


( 3 o) 


0 "‘ = A O , 


dont le second membre représente la fonction de a, fi, y, ... qui 
se tire de l’expression V 0 ç, quand on y remplace o par 1, ^ par 
a.\j— 1, ..., et généralement 

()p+q+r ... 0 

dx p dy q dz v ... 

par _ 

3 y) r '{y \J— i)' - .... 


Cela posé, la valeur de Q étant toujours déterminée par la formule 


(< 9 ) Q = 





.dy. d [3 dy.... 


la valeur de ç deviendra 


(3 1 ) 


Vo^^zr j ff-'-QfoiP’ V > TO > ■ • Adpdvcto ... 

^m-2 C C C 

'+'/ / / •••Q/i(g» ^ • • Otffxdvate... 



• • Q/»i-i(m, v j w, ...)d\t.dvdv3 - 


Observons d’ailleurs que, dans le cas présent, on tirera de l’équa- 
tion (21) 
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t, par suite, 

_ d ïm ~ l Q 


=(rj.ca:- 

vrjj. 


H _ _ _ 

_^__ e a<a:-(i)^-i e P(y-v) v /-i eT (3-rr^-i_ ,dacl {3 ^7 . . 

O 0 




— e P(y-v)/-^ c Y(=-ra) v '-- (/y.... 


En eonséquence, si l’on fait 

33 ) T 


t 


/ T \ « /* 00 /* 50 / * 50 _ _ ’ _ 

34) P —(---} / / / •••Te“«*-Wt / - 1 cf i (r- v )*'-‘eï(=-®iV '...docdpdy. 

N 2 7t J t —. ce* — 00* — CO 


>n aura 
35 ) 


r ■^ W - 1 ^ — P 


t la valeur générale de © prendra la forme 

ou- j j* j . -P/ 0 (|x, v, cj, . . .)d\xdv dm. . . 

j j • • • P /i ( /x, y, sj, . . . ) d\x dv dm . . . 

^ ^ -h ^ dt % j*j j - P / 2 (]ul, v, m, . . .) d^ dv dm . . . 

-h. 

H-/' //y• . .P//»-i(P> v > ■ • .)d[xdvdin, 


les intégrations relatives à t étant effectuées à partir de t = o. On 
s’assurera facilement que la fonction P comprise dans le second 
membre de l’équation précédente a la propriété de. vérifier l’équation 
aux différences partielles 


( 3 7 ) 


V 0 P — 


ù m P 
Ht™ 
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§ IV. Les formules établies dans les paragraphes précédents ra¬ 
mènent l’intégration des équations linéaires (i), ( 25 ) et (28) à la ré¬ 
solution des équations algébriques (i/j) et (3o) dont les racines 

d 0 , 0„ 0 2 , •••> 0/M-l 

se trouvent comprises dans les valeurs générales des fonctions II et T. 
Mais cette résolution n’est pas nécessaire, et l’on peut y suppléer en 
déterminant ( 1 ) immédiatement les valeurs de R et de T à l’aide de la 
formule (ni) (I re Partie). 


§ V. Pour montrer une application des principes établis dans ce 
Mémoire, supposons qu’il s’agisse d’intégrer l’équation linéaire aux 
différences partielles que l’on déduit de la formule symbolique 


( 38 ) 



1 

9 = 


d m o 
dt m ’ 


lorsque, après avoir développé le premier membre de cette formule, 
dans lequel a désigne une quantité constante, on remplace 


(JL 


o 


d 2 
dx il 




par 

par 

par 

par 


d*o 
• dr-’ 

d ' 1 o 
dx^ 

r) c <p 


d 2 cp 

df-' 


( d 2 d‘\ <î»œ 

W-W)' ^ Tï&dp 


0 ) Cette détermination présente quelques difficultés dont l’examen détaillé nous en¬ 
traînerait au delà des bornes prescrites à ce Mémoire. Nous avons supprime pour cette 
raison les développements qui se trouvaient ici dans le manuscrit, et qui formaient la fin 
du paragraphe IV. D’ailleurs ce qu’il y a de mieux à faire pour obtenir la valeur de cp, 
sans être obligé de résoudre aucune équation, c’est d’exprimer les valeurs deT 0 , Ti, ..., 
par des intégrales définies simples à l’aide des formules que renferment les 
additions placées à la suite du paragraphe VI. 
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et ainsi de suite. Dans cette hypothèse, l’équation (i 4 ) prendra la 
forme 

( 3o) A 0 --9"', 

la valeur de A 0 étant 

( 3 g ) A,, = « (- a* - P* - yy. 

En conséquence 


seront les racines de l’équation binôme 
( 4o) 0‘" «(a 2 +(3 2 +y 2 + 

Or, on vérifiera généralement cette, dernière, en supposant 

i 

0 = X(a s +(3 î +y , - + ...) ; ", 
et prenant pour \ une des racines de l’équation 
(40 X*=(—O'a- 

Par suite, si l’on appelle. 

É» ^15 l,, • • •> — I 


les m racines de l’é 
(40 


quation (Zji), et si l’on fait, pour abréger. 


c\ 1 -t- i r ' H-... -+- 


=/(0, 


on 


tirera des formules ( 33 ) et ( 34 ) 


(43) 


( 44 ) 


(oc 2 +|3 2 -by 2 + ...)"'«.!, 


T=/L 

rr-fV« 


-H- f3 2 4- f +...)" 


- - t»*-* — «o* 1 — co 


X 


e a(*-iJL)v/~i e p(y -v)/—î bt)v^— i_, . dadfidy... 


knrjy ^ 


- oo ^ - oo *■ ' — oo 

x cos a ( x — [x ) cos [3 ( y — v). cos y(z — ■&)... dad[ 3 dy . 
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Soit maintenant. 

(45) (.r — y)- + (y — v)”-h- (5 — nr) ! -t-. ,. = s, 

et désignons à l’orclinairc par n le nombre des variables x, y, s, 
c’est-à-dire, des variables'indépendantes autres que la variable l. La 
valeur de P donnée par l’équation ( 44 ) admettra évidemment des ré¬ 
ductions semblables à celles qui sont indiquées par les formules (54 ) 
et (6i) de la première Partie. Effectivement, si l’on a égard à la for¬ 
mule (6i), on trouvera, pour des valeurs impaires de n, 

n -1 

n •— 1 -j M »oo 1 / 2 / \ 

P — ( 0 2 —y^rj —— t / COS.5 2 a f\a. m t) r/a, 

2 Tl 2 à s 2 


puis, on remettant pour 


sa valeur déduite de l’équation (42)(‘), 


(40) P: 


fl ~~ 1 n ~ 1 

(— t ) ^ à - 

n- 4-1 il - 1 

2 7T - t).? - 


2 » 3* . 2 / 

e a '"'V-|- e ct™V- 


-cos.ç- a da. 


De même, en ayant égard à la formule ( 54 ) de la première Partie, 
on trouvera, pour les valeurs paires de n. 



La valeur de P étant déterminée par Tune des équations ( 44 ). ( 46 ) 
ou (47). ü restera plus qu’à substituer cette valeur dans la for¬ 
mule ( 36 ), pour obtenir l’intégrale générale de l’équation ( 38 ). 

2/ 

0) Dans les équations (4G) cl (47), et dans celles qui s’en déduisent, la notation 
est censée représenter la valeur réelle et positive de l’expression 

75 * 7 . . • 
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Dans le cas particulier où l’on suppose n = o, l’équation ( 38 ) se 
réduit à 

/o-, ( ù ' à'-Y à'”o 

(4b) a {â^ ^ôf-) 

Dans cette hypothèse, la valeur de P donnée par la formule ( 44 ) 
devient 


» » i_ i J, 

e fa s +p 2 j"*X 0 ^_4. c (a' J -t-(3 2 )'»X/_|_ # gCcc 2 -^ 2 )"* 


(49) j ~ 

\ X cos a (x — i m) cos(3(/ — v) da r/j3. 


On peut faire servir à la réduction de cette valeur la formule (70) de 
la première Partie, et l’on trouve alors 


(5o) P- 


e (ap)«X 0 i +£? (ap)'*X 1 « + >--+ e (a| 3 rX m _V . S0L 

- snl g cos ~ 7 ~ da dp, 

m • L\ 


la valeur de s étant donnée par l’équation 


* — (« — f*)*+(/ — ■’•')*• 


Dans le cas particulier où l’on a n — 3 , les équations ( 38 ) et ( 40 ) 
deviennent 


( d- d i d-\ l à m y 

a Vâ^ + â 7 - + àYY ® -~ûï^ 


(o 3 ) P™-- /--cos.rada, 

71 " c/.v./ ni 


les valeurs de s étant 


•* — n)- H- ( y — v). 2 H- (z — ro) 2 . 


Il est essentiel de se rappeler que dans les formules (49), ( 5 o)et( 53 ) 


'Y > • • • > — 1 


OElivres de C. — S. U, I. 
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désignent, les racines de l’équation binôme 

l"<— ( — \) ! a. 

Plusieurs questions de Physique et de Mécanique, et entre autres 
les problèmes du son, de la chaleur, des ondes, des cordes vibrantes, 
des plaques élastiques, etc., conduisent à des équations aux différences 
partielles qui se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les 
formules (48) et (02). Ces équations pourront donc être intégrées à 
l’aide des formules ( 5 o) et (. 53 ) réunies à l’équation ( 3 ( 5 ). C’est ee que 
nous allons faire voir par quelques exemples dans lesquels nous nous 
trouverons naturellement ramenés à des résultats déjà connus. 

La loi, suivant laquelle la chaleur se distribue dans un corps solide 
et homogène, dépend do l’équation 

.... do ( à-o d-w d-o\ 

(00) Tt^ a {dr* + ôF^à*)’ 

dans laquelle a désigne une quantité positive. Pour déduire celte équa¬ 
tion de la formule (02), il suffit de poser 

l = i, ni = 1 . 

Alors l’équation (Zji) devient 


et, par suite, on tire de la formule ( 53 ) 


d_ r- 

1 àsj 

— 00 


JL 0 

1 7 T 


e ~ a 2 ut cos<ç 2 a 


puis, en ayant égard à l’équation (iG) de la première Partie, 
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on, ce qui revient au même, 

3 (p,~-.rr--HV—y) a H-(CT — z)* 

(56) P =--—- t 2 e 

2 3 (<7TT) 2 


En adoptant cette valeur de P, on trouvera pour l’intégrale générale 
de l’équation (55) 

F. ». m) dp. dv din. 

Les petites vibrations des plaques sonores, homogènes et d’une 
épaisseur constante, se rapportent à l’équation 


(58) 


à 2 o 

Ut* 


h- 


d'*o 

()<zr> 


à’* o 

2 -1- 

O.f- ày- 


()'' O 

<jy‘ : 


= 0 , 


dans laquelle b désigne une constante positive, et cp une ordonnée do 
surface courbe. Pour déduire cette équation de la formule (48), il 
suffit de prendre 

l 2 , ni — 2 et. a ■=. — b' 1 . 


Alors l’équation ( 41 ) devient 
et l’on en tire 

A, — H- b \j - 1 ; A = 

Cela posé, la formule (5o) donnera 


bs/- 


p= r f 

=— r f 

2 77 btj 0 ./„ 

ou, cc qui revient au même, 

P = 


cosafibt sin{3 cos — dad [3 


sol 


cos a(3 sin (3 cos dcc d[ 3, 


00 /* cc 


cos a(3 sin (3 cos ^;3 


> ce /»00 


I 

4 TT 2 bt 
I 

Su 2 

— - QC 

bt J_ J » 


cosa(p — sin(3rfad|3 


cos a ^(3+ sin(3aîact(3. 
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D’ailleurs, ^ étant une quantité positive comprise entre les limites 
= O, p = æ, on conclut de la formule (8) (I l ' e Partie), en y rem- 
plaçant p par (3 et x par > 

j_J[ sin f 3 cosçc (f 3 “ Pi) da ^ = 27T sin (pi} 


Quant à l’intégrale 



sin (3 cos a 



il est clair qu’elle sera nulle. En conséquence, la valeur de P deviendra 


f . s 
P = - —-sin- 


4 7T ht (\bt 


ou, si l’on écrit (p — x) 2 -t- (v — y)- au lieu de s, 
(59) p 


t . (u —• æ)--h (v — y)' 

7-n s,n - C -7T7-— ■ 

4&< 


En adoptant cette dernière valeur de P, on tirera de la formule (36) 
l’intégrale générale de l’équation (58), et l’on trouvera 

(6o) ® — j'j P/ 0 (p, v)dp d'j -t- j dt fj P/i(|x, v) dpdv. 


les fonctions f„(x, y),ft (a?, v) désignant les valeurs particulières de p 
et ^ pour t — o. 

Le mouvement des fluides élastiques est déterminé par une équa¬ 
tion linéaire de la forme 


(60 


(f-a> 

dt 2 d / 2 



b désignant une constante réelle que l’on peut considérer comme 
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positive. On déduit cette équation de la formule ( 02 ) en supposant 


l — 1, m — 2, a ~ b 2 . 

On aura donc encore dans le cas présent 

r-—~ b s 

~ ^— !> ^1 =—b sJ— 1. 

Cela posé, la formule (53) donnera 


1 à r 

2 7T~ ÔS / 


cos abt cos s~ a cia , 


ou, si l’on fait pour abréger s~ — r, et par conséquent s = r-, 

1 à r m 

P = — .—: -r- / cos a bt cos/'a da. 

i\it •‘r or J 


Pour déterminer la valeur de l’intégrale que renferme l’équation 
précédente, il faut recourir à l’artifice de calcul indiqué dans la pre¬ 
mière Partie de ce Mémoire (§ 1 er ), et multiplier la fonction sous le 

signe J par un facteur auxiliaire de la forme, ? k désignant une 

quantité positive infiniment petite, et'^ une fonction ^convenablement 
choisie. On peut prendre pour ce facteur auxiliaire l’une des expres¬ 


sions 


g-ky/aC 1 


’ 1 -+-**«*’ 


Concevons, pour fixer les idées, que l’on s’arrête à la première. L’inté¬ 
grale comprise dans la valeur de P deviendra 

00 00 

I e~ k co s abt cos /* a cia “ 2 / e~ k * cos a bt cos r a da 

«-'—co «'() 

/ a 00 

i e-“ Aa [cosa(/* — bt) H- coscc(r -4- ht)] cia 
k k 


k-+ {r — bt)* k î -\-{r + bt- 
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D’ailleurs, la variable. r — s'\ étant liée aux variables p., v, m par 
l’équation 

( 62 ) r =[(/*— æ) ! +(v— y)-+ {m — z)-] s , 


n’admettra que des valeurs positives comprises entre les limites o, = 0 ; 
et. comme, des deux binômes r—bt, r-\-bt, celui dont, le second terme 
est négatif sera le seul qui s’évanouisse entre ces limites, il est clair 
que, si l’on attribue à t des valeurs positives différentes de zéro, la 

seconde des deux fractions yr, — 7 ——rrv;> ts—— rm restera inlini- 

/i- -1— (—bty (r-h Ol)- 

ment petite, tandis que. la première cessera de l’être pour des valeurs 
de r très voisines de ht. On pourra donc négliger dans le calcul la 


fraction 


k 1 H- (/' H- ht) 

valeur de P la fraction unique 


et substituer à l’intégrale comprise dans la 
k 


k~ (/■ — bt)~ 


v On trouvera afin si 


P= — 


k 


k- -+-(/•— ht) 




l\ 7T- r 

ou, ce qui revient au même, 

c 

(63) ’ 


ôr 


>[_ L 

L^+(r- 


bty 


b r 


ôt 


En adoptant cette dernière valeur de P, on tirera de la formule. (3G) 

(64) ?=x/y"p/o(f*» v » m ) dp dv dm + j dt j J j P /, ( p, v, m ) dp. dv dm, 

les fonctions/ 0 (a?,y, z),f t (x,y, z) désignant les valeurs particulières 
de o et de ~ pour t — o'. En remettant pour P sa valeur, on aura défi¬ 
nitivement 

V= fJJïï?à? ■ k , + [ l r :_ bt) ,M^^)d l ,dvdm 

+ Ttfffffîb? k*-^{r — bt y '■>,&) dp dv dm. 



(65) 
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les limites des variables p, v, ci étant choisies de manière à comprendre 
les valeurs attribuées à x , y, z, et k désignant toujours une quantité 
positive infiniment petite qu’on devra réduire à zéro après les intégra¬ 
tions effectuées. Si l’on veut que les valeurs particulières de o et de 

correspondant à t = o, coïncident avec les fonctions f ü (x, y, z), 
J\(x, y, z ), quelles que soient les quantités æ, y, z, il faudra, dans 
l’équation (Go), prendre pour limites de chacune des variables p, v, u, 
les doux quantités — co, -+- sa. 

Supposons maintenant que l’on considère les trois variables p, v, ci 
comme représentant des coordonnées rectangulaires, el qu’après avoir 
transporté l’origine au point pour lequel on a p = x, v = y, u — z, 
on substitue aux coordonnées rectangulaires p, v, ci des coordonnées 
polaires p, <7, r, relatives à la nouvelle origine, et déterminées par les 
formules 


(66) p = -h /• <;os/>, y — y 4 - /• sin/> eos q, m ™ z -h /* si u p sin q. 


La valeur de r sera précisément celle que fournit l’équation (G2); et 
comme, à la place du produit dipdvdm, on devra écrire le suivant 
r 2 sin/i dp dqdr, la formule (G 5 ) donnera 



4 TC 2 b j j j A' 1 -+-(/•— bt ) 2 

X fx (.x 4 - /• co s/o / 4- /■ sin p cos q, •s-t-rsinp sin <7) rsinpdp dq dr 
!\ 7T- b à/, ,/ j ,f A'* 4 - ( /• — bt y 

X /„(.«-+- /• cos/;, y + r si 11/y eos7, s 4-/- &inps\nq)r sin/9 dp dq dr. 


De plus, si dans le second membre de la formule (G 5 ) chaque intégra¬ 
tion est effectuée entre, les limites —00, +00, les intégrales multiples 
que renferme l’équation (G7) devront être prises entre les limites 
p = o, p== t:; q — o, q-- 2ir; r =- o, r=- o. D’autre part, la frac¬ 
tion n’ayant de valeur sensible que dans le cas où l’on 

attribue à r une valeur très peu différente de bt, et l’expression 
J\ (a? 4- r cos p, y + r sin p cos q, : -l- r si n/y sin q) r sin/? 
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devenant alors sensiblement égale à 

/,(x -+- btcosp, y + bt sin/> cos q, z -+- bt s\ap $u\q)bt sin/>, 

on pourra évidemment remplacer l’intégrale 


f 


£ 2 -h (r — bt) 


lf\{x -f- r cos/?, y H- r sin/? cos q, z h- r si np §\nq)r sin/? dr 


par le produit 

_ , . , . . , , . r A' dr 

fi(2b btcosp, y -h btsmp cos q> z h- btsmp sin q)bt smp J ^ —- 1 — 

— Tibt sin p f x {x -i- bt cos/?, y bt sin/> cos</, z ■+• bt si np si nq). 

Par la même raison, à l’intégrale 

/ * * p 

J - - r C0S P> 7 r s i n / ? cos q, z -y r sin/? sin//) r sin p dr 


on pourra substituer le produit 

izbt si np / 0 (x H- bt cos/?, y H- bt sin p cos//, z -h bt sin p sin</). 

Cela posé, la valeur de © déterminée par l’équation (67) deviendra 




J/ - » TC n 2 TC 

/ tsmpf ! 

0 


(x + bt cos p, y -H bt si np cos q, z H- bt sin p sin//) dp dq 


1 à r ' 71 

— ~ / / tsmpf 0 (x~!rbtCQ§p,y~!rbt§mpcQsq,z-\~bt§\nps\nq)dpdq. 

J 0 J 0 


Cette dernière formule coïncide avec celle que M. Poisson a donnée 
dans un Mémoire lu à l’Académie le 19 juillet 1819. 


VI (<)• 


(69) 


Si, à la place de l’équation ( 38 ), on considérait la suivante 

â m (Q _ d l o 

Ot " 1 ~~ a Uüÿ ’ 


C 1 ) Ce qui suit a été ajouté au Mémoire depuis sa présentation à l’Académie. 
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alors on tirerait des formules (33), (34) et (36) 


(7°) 


-f 

2 t 


’e'O-H . .-t-eA»-. 2 


e œ(a:— |X)y — 1 </ a> 


(70 ? : 


z j' l Vo(fO rff* -+• j dt j p /i(w + . ..-hy 1 dt m ~' J P ,fx) ctp. 


0 „, 0 ( , O m _, désignant les racines de l’équation 
( 72 ) . 6 m — a(a\/ — 1 )( 


Dans le cas particulier où l’on suppose l = m = o., a = 
(ion ( 69 ) devient 


(7 3 ) 


à~o 

ü¥ 


f) 2 ? 

ÔJü- 


O, 


et Ton trouve 


t, l’équa- 


(74) P 


(7 5 ) 


=~r 


’■ e* lx -Wf- 1 da 


_L f"' 


,a 1 1 «-ai 


■ cosa(^ — (jl) da> 


rxt \ 


W-. 

+■ — fdtfÇ 

2 TC J JJ 


■ cos a(cc — f*) f 0 ({J-) da d\x 


oOLt t p—OLt 


-cosa(^ — {j .) fi ( {j.) dcc d{j.. 


La valeur précédente de cp est indéterminée. Mais l’indétermination 
cessera pour l’ordinaire, si, dans chaque intégrale relative à la va¬ 
riable a, on multiplie la fonction sous le signe J par e~ ha \ k désignant 

un nombre infiniment petit. Alors, en effectuant les intégrations rela- 

± 

tives à cette variable, et posant p. = a? -t- 2 k~u, on obtiendra la formule. 



QEuvres de C. — S. H, t. 1. 
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clans laquelle le nombre k ne devra être annulé qu’après l’intégration 
relative à u. On pourrait au reste (ainsi que je l’ai fait voir dans le 
bulletin de la Société philomathique de 1821) introduire les imaginaires 
dans le second membre de l’équation (70), de manière à obtenir la 
formule 


(77) 


f«(x H- C V /— I ) + ,/o ( Æ t \/ I ) 

2 



f^x + ty/— l\t— 1) dt 

2 


Mais, quoique cette dernière valeur de o, substituée dans l’équa¬ 
tion (73), paraisse la vérifier dans tous les cas, néanmoins on ne 
saurait la considérer comme générale, tant que l’on n’aura pas donné 
de l’expression imaginaire f(x +■ t — t) une définition indépendante 
de la forme de la fonction f(x) supposée réelle. A la vérité, cette 
expression imaginaire se trouverait suffisamment définie, si l’on con¬ 
venait de représenter par la notation f(x-\-t\J— 1) une fonction cp 
de x et de t, qui, étant continue par rapport à ces deux variables, fût 
propre à remplir la double condition de se réduire à /(a?) pour t = o, 
et de vérifier l’équation 


(78) 


do _ do 

dt ôx 


V/— 


Mais il est facile de voir que, dans ce cas, la fonction 0 serait celle qui 
vérifie l’équation (q 3 ) pour toutes les valeurs possibles de t, et les 

équations de condition <p = /(œ), = 0, pour la valeur particulière 

t = o. Ainsi, la recherche de la fonction f{x -t- 1 \J— 1) se trouverait 
ramenée à l’intégration de la formule (73) et l’on ne pourrait plus 
donner pour intégrale de cette formule l’équation (77), sans tomber 
dans un cercle vicieux. 

Lorsqu’on suppose m —1, l-\ç\a~- b-, l’équation (69) devient 
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et l’on trouve 


(80) 


o(#V-l)‘W_L g— (a v /— i)~bl 


27l t 




(Si) 


O =/ P/#(f*) dp +fdtJ P fi{p) dp. 


Dans ce cas, la valeur de ® se présente encore sous une forme indéter¬ 
minée. Mais on fera ordinairement, cesser l'indétermination, en multi¬ 
pliant, dans chaque intégrale relative à la variable a, la fonction sous 
le signe J par k désignant un nombre infiniment petit. De plus, 
on pourra faire subir à la fonction P une transformation qu’il est bon 
de connaître, et que je vais établir en peu de mots. 

Si, en désignant par h une constante positive, et par a, fi deux quan¬ 
tités variables, on pose 

1 

A = (h h- (3v/=^)*H- 

2 (/, + |3 y/=ï) T 


puis, que l’on intègre deux fois chaque membre de l’équation identique. 


d ( e 


, à A 


à e AÎ 


àA 

<)a 


ôa 




savoir, une fois par rapport à la variable a, entre les limites o et a, (il 
une fois par rapport à la variable fi entre les limites — =c, + ao, on 
obtiendra une nouvelle équation dont le second membre sera nul, 

attendu que s’évanouit pour fi — ±:oo, et de laquelle il résultera 

que l’intégrale 


r 


, 0 k 

dp 


dp 


— eioLj—i)* J* 


00 /H-P y/— 1 H 

e 


q y/~~ t 

4 (/M-p Jü 
2 


(c 


iV 


(à -t- (3 y/— i) 2 2 (/i-h (3 y/— <)\ 




conserve la même valeur, quel que soit a. D’ailleurs,' cette intégrale se 
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réduit, pour a = o, à la suivante 


(8a) 




g/l+P v'- 


d$ 




et il est facile de prouver que celle-ci a pour valeur ~~ ('). On aura 
donc 

r ” rk-, i T i (cc Ÿ 


(S3 , j_ 


2 


_(/n-j3\/—i ) 2 a(/i-t-j3\/—i ) 2 


c/(3 = 7 T" e~ (“/-I)'. 


Si dans la formule ( 83 ) on remplace (a y/— i)‘ par — (ay/— 0 ", on 
en obtiendra une seconde qui, ajoutée à la première, donnera 

e (a/^) 4 +e -(«v'~iÉ r /•“ h + $/= 1-. — a > / r L 

2 7I 5 


(84) 


;JC 


4 (//-+■ p /=!) . 




(A-h( 3 y/^ 7 ) 2 


Si maintenant on remplace a par ccb'-i-, on reconnaîtra que la valeur 
de P, fournie par l’équation (8o), peut être présentée sous la forme 

( 85) p=-i, .. 

(,, + n^ÿ 

Lorsqu’on substitue cette valeur de P dans l’équation (8 c), après avoir 


O) La valeur de l’inlégrale ( 82 ) se déduit facilement do l’équation ( 86 ). En effet, si 
dans cette équation on prend l'intégrale relative à \i entre les limites p. — o, p. = oc, et 
que l’on pose/(p) = on trouvera 


v a-\ Q -hx = J J e aa:\d e --{x(/i-t-a v '-i) 1 dfj. doi — J* jx 11 - 1 e~\>‘ d\ix J -, 


puis, en faisant d’abord x —i, et ensuite a = 


r 

•2 


/ 


c l % 


-h 


f? a v/ -“ï f/a o.ize-h 

-1 = -— > 

(/ 2 _4_ a /ir^) 2 7 t 2 

e /i-i-a v / -1 1 

__ O TT - 
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multiplié la fonction renfermée sous les signes j J J par e~ ka "~ (k dési¬ 
gnant toujours une quantité positive infiniment petite), on obtient 
l’intégrale de l’équation (79). Si l’on voulait, clans cette intégrale, 
introduire les imaginaires sous les fonctions /„ et/,, il suffirait d’avoir 
égard à l’équation (8) (I' e partie) que l’on présenterait sous la forme 

(86) j' da d[j., 


et de laquelle on conclurait par analogie 

( 8 7) /!*-»- , "‘“—/U 2 - f 

I 4 (A-t-Pv'— OJ 271 J-Jr 


On aurait par suite 

' = g /HT') I 


b*t* 


gA+Pv 7 — 1 dfï 


( 88 ) 


A f'dt Cf x \œ. 

2 71 2 ' 0 J ~~co 


b-S- T d,Pj 


4(/ i + ( 3 v /-,)] ^ /i + (3v/ —^4 


Cette dernière formule est précisément celle que l’on déduirait du 
développement de l’intégrale en série, et que M. Poisson a citée dans 
le Bulletin de la Société philomathique de septembre 1822. Mais elle fait 
naître les mêmes difficultés que l’équation (77), et l’on peut en dire 
autant de toutes les formules dans lesquelles des expressions imagi¬ 
naires se trouvent renfermées sous des fonctions arbitraires. 


OBSERVATIONS GÉNÉRALES ET ADDITIONS. 

Dans le Mémoire qu’on vient de lire, nous considérons chaque inté¬ 
grale définie, prise entre deux limites données, comme n’étant autre 
chose que la somme des valeurs infiniment petites de l’expression 
différentielle placée sous le signe J, qui correspondent aux diverses 
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valeurs de la variable renfermées entre les limites dont il s’agit. Lors¬ 
qu’on adopte cette manière d’envisager les intégrales définies, on 
démontre aisément qu’une semblable intégrale a une valeur unique 
et finie, toutes les fois que, les deux limites de la variable étant des 
quantités finies, la fonction sous le signe j demeure elle-même finie 
et continue clans tout l’intervalle compris entre ces limites. Supposons 
que, ces dernières conditions étant remplies pour l’intégrale jf(x)dx 
prise entre les limites x — x', x — x", on représente par x„, x,, ..., 
x m _, des valeurs de x intermédiaires entre les valeurs extrêmes x', x", 
et par 

'i'=yS x '> Æ )> 

deux fonctions de k, x’, x”, qui convergent respectivement vers les 
deux limites x', x", tandis que l’on fait converger k vers la limite 
zéro. Si l’on désigne, avec M. Fourier, l’intégrale proposée par la 

notation f f(x)dx , on établira facilement les deux équations 



Il suffit d’étendre, par analogie, ces deux équations au cas même où 
les conditions ci-dessus énoncées ne sont plus satisfaites, pour être en 
état de fixer, dans toutes les suppositions possibles, le sens que l’on 

r T " 

doit attacher à la notation / f(x)dx, ou, en d’autres termes, la 

J x’ 

valeur de l’intégrale définie qu’elle exprime. \Voir, pour plus de détail, 
le résumé des leçons que j’ai données à l’École royale polytechnique, sur 
le Calcul infinitésimal (').] 11 faut seulement observer que cette valeur 
sera, dans beaucoup de cas, infinie ou indéterminée. Or, il importe, 
non seulement de reconnaître les cas de cette espèce, mais encore de 
fixer le nombre et la nature des quantités arbitraires que comporte une 

(i) Œuvres de Cauchy, S. II, T. IV. 
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intégrale définie indéterminée. On parvient à ce double résultat par la 
considération des intégrales définies singulières, dont j’ai fait usage 
pour la première fois dans un Mémoire (') présenté à l’Institut Je 
22 août 18 r 4 » ot dont j’ai développé la Ihéorie dans une Note que ren¬ 
ferme le Bulletin de la Société philomathique de novembre 1822 ( 2 ). Au 
reste, l’indétermination qui affecte une intégrale définie simple ou mul¬ 
tiple cesse, pour l’ordinaire, lorsque cette intégrale est. censée repré¬ 
senter la limite vers laquelle converge une autre intégrale définie, ou 
la somme de plusieurs intégrales de cette espèce, tandis que certaines 
constantes renfermées sons les signes d’intégration s’évanouissent. 
Ainsi, par exemple, quoique, pour des valeurs entières de m supé¬ 
rieures à l’unité, et pour des valeurs positives de h , les quatre intégrales 


r m dx r , , 

/ --, / ir" 1-1 cos bxdx, 

J 0 * - 1 Jo 


r 


œ m ~ i sia bxdx y 


pbCL _j_ p—tfOL 


• cosapi doc dix 


soient effectivement indéterminées, néanmoins si, k désignant un 
nombre infiniment petit, elles entrent dans un calcul comme limites 


O) Ce Mémoire, qui sera publié dans le Gabier prochain, a été approuvé par l’Institut, 
sur un rapport do M. Legendre, daté du 7 novembre 1814, et dont les conclusions se 
trouvent imprimées dans l’Analyse des travaux do l’Institut pendant la même année. De 
plus, M. Poisson a donné un extrait do ce Mémoire dans le Bulletin de la Société philo¬ 
mathique de décembre 1814• 

( 2 ) J’appelle intégrale définie singulière une intégrale prise relativement à une ou à 
plusieurs variables entre des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attri¬ 
buées à ces mômes variables, savoir, do valeurs infiniment grandes, ou de valeurs pour 

lesquelles la fonction sous le signo J* devient infinie ou indéterminée. Ces sortes d’inté¬ 
grales no sont pas nécessairement nullcs et peuvent obtenir des valeurs finies ou môme 
infinies qu’il est ordinairement facile de calculer. Ainsi, par exemple, k désignant un 
nombre infiniment petit, cl |x, v deux constantes positives, on fixera sans peine les valeurs 
des^deux intégrales définies singulières 


(a) 

( 0 ) 



dx = f ( O ) 1 



r 1 -*' 1 î(*) 

Ji-itv. l ~ x 


dx = [(T)l(ïf 
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des suivantes 


f %m (x — i ) dx r i / 

/ --, i x m ~ x e~~ kx cos bx dx, 


rtCC 

i x m ~ x e~ kx Sinbx dx y I I e~ /c<x ' 
Jq Jq J 0 


çh<X _j_ çr-bCL 


cos a [a dot dp l, 


elles reprendront des valeurs fixes, et sc réduiront à 

1.2.3. (m — i ) mit 1.2.3. (m — i ) . rmt tz 

log(m-i), -^- cos ~’ - W‘ - sin ~ à' 


Il est remarquable que, dans la dernière de ces quatre intégrales, on 
doit attendre, pour annuler le nombre k, que la seconde intégration 
soit effectuée. La même remarque s’étend à une grande partie des for¬ 
mules que nous avons données dans le présent Mémoire. 

Concevons encore que, dans l’intégrale définie / f(x)dx, la f'one- 

J .r' 

tion sous le signe J , savoir, f{po), devienne infinie pour des valeurs 
de x comprises entre les limites x', x", et représentées par a: 0 , x { , 
a? s , ..., a? m _|. Cette intégrale sera le plus ordinairement indéterminée. 
Mais, si elle entre dans le calcul comme limite de la somme 

J /%X 0 — k /■»‘*’i— k , /■»" 

' f(x) dx -f- I f(&) dx -h ... h- / f(x)dx, 

x' J*- 0 +/c Jx^i-h/c 

elle reprendra en général une valeur fixe à laquelle nous avons donné 
le nom de valeur principale. ( Voir le résumé des leçons données à 
l’École royale polytechnique.) 

Les considérations précédentes conduisent à plusieurs formules que 
l’on peut employer avec avantage, soit dans l’évaluation des intégrales 
définies, soit dans la résolution des équations algébriques ou même 
transcendantes, et que nous allons faire connaître. 

Soient U, Y deux fonctions réelles des variables u, v, et désignons 
par x t , x { , ..., x m _, celles des racines de l’équation < 
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qui, substituées clans la formule 

( 3 ) X — U V \j— 1 , 

déterminent des valeurs de u renfermées entre les limites u ', u", et des 
valeurs de v renfermées entre les limites ç', v". Posons, d’ailleurs, 

! / \ s( rT xr ! \ à ( Ij -4- V sj — I ) 

x(",«')=y(u+vv , -«)-—'» 

, , . j T xt ; -\ à ( U 4- A \/— i ) 

+ («> ( ’) = /( L + v A— 1 )-^- 


Enfin, représentons par /„, j \, .... les véritables valeurs des 
produits kf(x v -*-k), k /(,■»,-+- k), ..., k f(x m ._, 4 - k) correspondant 
ù /• — o C). Si l’on intègre par rapport à u et à e les deux membres 
file l’équation identique 1 

àx{u, v) __ 

(4) . àu . 


entre les limites u~u', u = u"; v — v’, v — v\ et que l’on remplace 
dans chaque membre l’intégrale relative à u par sa valeur principale, 
on trouvera 


( 5 ) 


f [X(“> ( ’")—X( u ’ ç ’)] du 

n' 

= j [<jd <> ) — 4i( u', (')] dv — 2ir(±:/o — /i — • • • — fm-i) v/”"*> 


chaque terme de la somme ± t /’„± J\±...±f m , devant être affecté 
du signe 4- ou du signe -- , suivant que les valeurs de u et de e corres¬ 
pondant à ce terme déterminent une valeur positive ou négative de 

la fonction réelle ^ ^ ^ Çu' A.1 0uns ( l ue chacun de ces memes 


f 1 } Si l’équation (i) avait plusieurs racines égales à ./-o, p étant le nombre de ces 
racines, il faudrait, pour obtenir la valeur de /o, substituer au produit k k) la 

fonction 

i ()P ~ 1 ( kP j( ,i\) H- k ) | 

dkP-L 


1 . ‘2 . 3 . 

OEuvres de C. — S. II, t.I. 


(p — i) 
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termes devra être réduit à moitié, si la valeur correspondante de u 
coïncide avec une des limites u", ou la valeur correspondante de e 
avec l’une des limites e', v". La formule ( 5 ) résulte des calculs déve¬ 
loppés dans le Mémoire de iSiïj déjà cité. Si l’on prend successivement 

U -+- V v/-d = u + yU -+- V v r77 ' = u (cos 0 + v -~i Sin e ), 

et que dans le second cas on suppose la quantité u toujours positive, 
on obtiendra les équations 


f [/( « -+- e" i)—/(« + e' v'— O] du 

J U' 

— \f^~i f [/(«''+ V V /7 —)—/(«' + e v/-~ 0] dv — 2 "(/o+/i.) y/ r - 7 î 

J 

Ç [yV™ 1 /(we p V~ r ) — e ^V— A y( 1 )] ofo 

— yCTT — «'/(«'W" 1 )] dv — 2iî(/„ +/, -h.,) v/— Î 


Lorsque la fonction f{u -ne varie jamais d’une manière 
brusque entre les limites u — — ao, u -- ce ; e — oc, e — <>, et qu’elle 
s’évanouit, i° pour u ----- ±ao, quel que soit e, 2 0 pour e -- — ao, quel 
que soit u, alors, en posant u'— --00, u"—x, v' —■ - ce, e"-— 0, et 
remplaçant « par <r, on tire de la formule (6) 

J — 00 

Lorsque la fonction ne varie point d’uni 1 manière brusque 

entre les limites u = o, m = i; e— — ir, e — h-tt, en prenant ces 
mêmes limites pour valeurs respectives de u’, u", v', v", on tire de la 
formule (7) 

(9) f W- 1 2Tr(/„-H./Ï-I-. . 

J -~TZ 

Il importe de remarquer que les quantités corres¬ 

pondent, dans la formule (8), aux racines de l’équation (1 ) pour les- 
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quelles le coefficient de v , -*~ * est nul ou négatif, et, dans la formule (9), 
aux racines réelles ou imaginaires dont la valeur numérique ou le 
module est inférieur à l’unité. Ajoutons que l’on devra toujours réduire 
à moitié celles des quantités ..., qui correspondraient, 

dans la formule (8\ à des racines réelles de l’équation (j j, ou, dans la 
formule (9), à des racines dont la valeur numérique ou le module 
serait, l’unité. Alors ces équations ne fourniraient plus que les valeurs 
principales des intégrales comprises dans les premiers membres, et 
non leurs valeurs générales qui deviendraient indéterminées. Obser¬ 
vons, au reste, qu’il sera toujours facile de convertir ces valeurs prin¬ 
cipales en intégrales déterminées ( f ). 

La formule (8) s’accorde avec celles que j’ai présentées dans le 
Mémoire de 181 4 » et dans des leçons données en 1817, au Collège royal 
de France ( 2 ). Elle fournit une grande partie des intégrales définies 


Q) Il est aisé de convertir on intégrales déterminées, non seulement les valeurs prin¬ 
cipales des intégrales définies indéterminées, mais encore toutes leurs autres valeurs, et 
mémo les intégrales définies singulières. Ces transformations conduisent souvent à des 
résultats dignes do remarque. Ainsi, par exemple, lorsque la fonclion f(x) demeure finie 
et continue entre les limites x -= o, x = «, l'équation (a) (p. 335) entraîne la suivante 


(<Q 





ffva) —f((xa) d 



laquelle comprend, comme cas particulier, la formule connue 


(ï) 


De meme, si l’on suppose que f(x) demeure finie et continue depuis x — o jusqu’à x = i, 
et si l’on désigne par y (s), ^(s) doux fonctions qui, croissant cl décroissant avec la 
variable z d’une manière continue, convergent en môme temps que cette variable vers 
les limites o el i, on lirera sans peine do la formule ( b) 


(ci) 


r' 

■i L 


y'(z)[ (y s) 

1 ~ 


] ch — f(t) l [ 


y/(Q 


( 2 ) Dans l’une de ces leçons j’avais déduit, d’une formule générale qui s’accorde avec 
l’équation (8), les valeurs des quatre intégrales 


L 


~~ sin rxdx, 
I {x) 


l 


00 


ce 


Ux) 

h\x) 


/( i h— r-jc 2 ) dx , 



f(.rj 

l*(x) 


cos rx dx, 


f(.r) 

*V) 


arc 


tangr.r dx, 


r désignant une constante positive et 


f(x) 

F(.*) 


une fraction rationnelle. 
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simples dont les valeurs avaient été fixées par d’autres méthodes, et 
beaucoup d’intégrales nouvelles. D’abord, il est aisé de voir que l’on 
ramène immédiatement l’équation (9) à l’équation (8) en posant 


tang- — x, 

_ _ 

afin do convertir l’intégrale / f{e v ^ x ) dv on une antre de la 

J—t: 

forme f §( K x)dx. De plus, il est clair que les équations (8) et (9) 

fourniront les valeurs en termes finis des deux intégrales qu’elles ren¬ 
ferment, toutes les fois que les racines de l’équation (1), ou, du moins, 
celles dont les modules resteront inférieurs à l’unité, seront en nombre 
fini. Dans le cas contraire, les seconds membres des formules (8) et (9) 
se changeraient en séries dont les sommes seraient équivalentes à ces 
mômes intégrales. Je me contenterai, pour le moment, d’appliquer ces 
formules à quelques exemples. 

Si l’on désigne par a, b, r trois quantités positives, on tirera de la 
formule (8), en supposant a inférieur ou tout au plus égal à 2, 


( 10 ) 


00 


fj 
( =2 X’"*“ 
f> 


— ï) a 1 e~ 


dx 


r 2 -f- x 1 


, . CL'K 7 \ dx „ » 

~ l sin- bx) —- ; — nr a ~ 1 e’~ ln 

\ 2 / r 2 -h x- 


ÎY* 


dx 


/- — x - 


| = ajf x tt ~ l sin (^~ — bxj — Ttr a ~- cos ^~~~ b/^j- 

L’équation (10) comprend, comme cas particuliers, les formules 
®~' dx 71 


P* x a ~ x dx 


2 sin ■ 


an 


f™ r cos bx _ f^xsinbx _ tc 

I 1 ô T~ ClX — I ~ CIX — ( 

Jo r-+;r- J 0 r--^x l 1 


br 


données par Euler et M. de Laplace. La formule (1 x) fournit seulement, 
la valeur principale de l’intégrale qu’elle renferme. Mais, si l’on trans¬ 
forme cette valeur principale en une intégrale déterminée, et que l’on 
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fasse, pour abréger, br—c, on trouvera 


3U 


> (x\'~ a . fan r\ ( r\ 1 - a . (an x\ 

si n (- c— — — sm- c — ? , 

, . K r / \ 2 x) \x \ 2 r dx n an 

(12) ---■---= -COS- c ]. 

x 2 \ 2 



x r 

r x 


Cotte dernière équation comprend plusieurs formules connues» entre 
autres la suivante 


, x I dx 


x - 


x a n 

2 tan g — 


Si Ton pose a = o, les formules (ro), (r i) et (12) cesseront d’être 
exactes; mais» en opérant toujours de la même manière, on trouvera 

sin bx dx 


(i3) 


(i 4 ) 


r 

x 


n , 


JC /■- x~ 2 1' 


TâO -- * 


-br ' 


C w sin bx dx n 

x r 2 — x % 2 r 


L. (1 — cos &r), 


X* x . / /• \ 7* X\ 

-sin c--sm c— , 

/* \ x / .'2; \ r J dx n, , 

-:-1--i- - _ = __ (1 — cosc). 

x r x 2 

r x 


On tire encore de la formule ( 8 ), en supposant# positif, mais infé¬ 
rieur, ou tout au plus égal à l’unité, 

=[ r 00 ( x \! — 1 )'* er bx J - 1 dx 


l{ \ -hx\J- - l) f' 2 -\-X 2 

cos(^ — bx^j Z(i + .r 2 ) + 2 sin^” — bx ^ arctang. 2 ? ^ 


dx n r ( 


[j Z(i H- a? 5 )] 2 -H (arc tanga?p 

et, en supposant a = o, 

^ ^ ■ e~ bXf J" [ dx 

(16) 


l(i -h x y/ -- 1) ■+" 

é * 00 cos& t r Z(t-Ha? 2 ) — 2sin^,'r arc tanga? dx _ tt T e~~ br _ il 

/ ff/(I -Ha? 2 )] 2 -h (arc tanga ?) 2 /* 2 H- ^* 2 ““/*[/( x -h r) r J 


34.2 


MÉMOIRE SUR L’INTÉGRATION 

Si l’on fait, dans ces dernières formules, b = o, r— r, a? — tangs, et 
de plus a = r dans l’équation (i 5 ), on obtiendra les intégrales 

i_ G 

slang-sr/s_ir_ /* 2 icosjefc _ ir ^_^ 

J 5 2 +(/C0S3) s ” 2/(2)’ ' J 0 COS3) 2 2\ ^2)/ 


citées par M. Poisson dans le Bulletin de la Société philomathique de 
septembre 1822. 

On déterminerait avec la même facilité les valeurs des intégrales 
définies imaginaires 




f wr\ ^[ /J sin ® H_ /- cos 0) \l - 1 1 ^ 


«*) dx _ 

l(i + x\f— 1) 


et par suite celles des intégrales réelles 

f" -^-cosbxdx, j" j~smbxdx, j* rx cosd+ x^)dx, 

ffaO „s+rc os0^ f” f(aQ _ à^(» 

F(ar) aiClan ° /• sin£/ C ' Z ’ J_ œ F(x) [^(n-^OJ^+tarctang^)’ 2 ’’ 

/*” _ arc tanga; _ 

La O 1 -I" ^l'J 2 +■ ( ai> e Laugic ) 2 

Pi~7j désignant une fraction rationnelle, b, r des constantes positives 

et 0 un arc compris entre les limites o, ir. Nous ne nous arrêterons 
pas davantage aux diverses applications de la formule (8) qui' l’on 
pourrait multiplier à l’infini. 

Si l’on fait, dans la formule (9), /(a?) = ~~Y[x]’ ^ onc *' 1C)n K æ ) 

étant choisie de telle manière que l’expression freste finie et 
déterminée entre les limites u — o, u -- 1 ; v = — it, e •— -+-tz, on en 
conclura 



(17) 


J. 


Y(e v '/~) 


dv — 2 7 U 


~ f(o) 

J» 


f(^n) 

F' ( Jr 0 ) 


f(^i) 
x\ F 1 (a?i ) 


j 
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x a , x,. ... désignant les racines réelles ou imaginaires de l’équation 
F(œ) = o, qui auront pour valeur numérique ou pour module un 
nombre inférieur à l’unité. Ainsi, par exemple, en posant 


on trouvera : 
Pour nr< i, 

(iS) 

et, pour a 2 > i, 


F (a;) — i — ax. 



-— CIV — 2 

i — 


TC f(o), 


('9) 



-— CIÇ ~ 2 7T 


[ — ae v 't ~ 1 



Ces formules s’accordent encore avec deux autres que M. Poisson a 
citées dans le Bulletin qu’on vient de rappeler. 

Concevons maintenant que l’on prenne 

t ao) f{x) ^ Ü£.LF .(f? ziEl£lÜZfj, 

F(.r) 

F(æ), o(x) et Gr(a?) désignant des fonctions arbitraires, mais telles, 

cependant, que les racines x„, x x . x m _ x appartiennent toutes à 

l’équation 

( 21 ) F(»>= 0 . 

On conclura des formules ( 5 ), (6), (7), 

! ± 9 (.r„ 1 ± <p (.r, ) -± . . . ±: 9 ( x m . x ) 

1 — -7= / L+(«V’) -+(«', e 

[ '- f [%(«, <’") — %(«, e')]tf«, 

2 tc V - 1 J u> 

I ?(&„) + 9 (^l) ■+■• • .+ ®(#m-l) 

= ~ I I /( "" -t- «’ V — 1 ) — /( «' H- e V-- 1 ,)J rfe 

/ [/(« -+• e'V— >,) —/( "• + )| 

2 tc 


(23) 
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3 kk 
et 

( 24 ) 


* 

I <p(a; 0 )-f-o(a?i)-H.. 

| — — J' [m" f(it" e'V -1 )— u‘f(^u'e' , 't~ l ')\e v 't~ 1 dv 


-—-I ^ [e‘''v' _1 < /(we^'V- 1 )— e < 'V- i y(Me < 'V“ 1 )] du. 


Les racines de l’équation (21) qui entrent dans ces dernières formules, 
savoir, x 0 , æ ,, ..., , se réduiront à une seule, si l’on choisit conve¬ 

nablement les limites iï, u”, v', e". On peut donc obtenir par ce moyen 
la valeur de ç(a? 0 ), puis, en posant <p(a?) — x, la valeur de a?,,, c’est- 
à-dire, d’une quelconque des racines exprimée à l’aide d’intégrales 
définies simples. On doit même remarquer que. ces intégrales renfer¬ 
meront des constantes arbitraires u', u", v, v", avec une fonction arbi¬ 
traire vs(x) assujettie seulement à certaines conditions. 

Lorsque la fonction /(«+ v\j— 1) s’évanouit pour v = dz 00, quel 
que soit u, alors, en supposant v' — — oc, e" = so, on réduit la for¬ 
mule ( 23 ) à 


( 25 ) 


/ cp(a?o) -+- <p (^1 ) +. • .-H 

I — 00 . 


Lorsque dans la formule (24) on suppose v = — tï, e"— -+- -rc, «'—• o, 
u" = r (r étant une quantité positive), on trouve 


(26) ©(#(,)-H 9(^0 H-. 


= if» 

27Î J ^ 

—U 


v ' l ~ l d\\ 


Si l’on veut que x 0 , x,, ..., x m _, représentent toutes les racines de 
l’équation (21), il suffira de concevoir que dans la formule (20) les 
deux quantités u', u" deviennent, la première inférieure, la seconde 
supérieure aux parties réelles de toutes ces racines, et qui 1 dans la 
formule (26) la quantité r surpasse à la fois les valeurs numériques 
des racines réelles et les modules des racines imaginaires. 

Les formules ( 23 ) et ( 25 ) comprennent, comme cas particuliers. 
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celles que j’ai données dans un Mémoire sur la résolution des équa¬ 
tions par les intégrales définies, présenté à l’Académie des Sciences 
le 22 novembre 18 r g. 

Dans tous les cas où l’on peut réduire h zéro la fonction arbi¬ 
traire vs(x), la formule (20) donne simplement 

ft x \— <P( Æ; )F , (aO 
J{X) ~ F (a?) 


Alors, en faisant, pour abréger, <p(a;)F'(a;) — f(æ), on tire des équa¬ 
tions (20) et (26) 


(27) 


271 A « 


f(V-+- 

F (u'-h v\J— 1) 


dv, 


(28) 


f(^) 
t 1 ' ( ) 


f(*.) 

F'(^) 


27F (/W-‘) 


L’équation (27) suppose : i° que la fonction ~~ l • " ‘ ^ s’évanouit 

pour e = ±oo, quel que soit « ; 2 0 qu’elle ne varie jamais d’une manière 
brusque entre les limites e = — 00, p = -t-ao; u = iï, u = u"; 3 ° qu’entro 
ces limites la fonction f(« -+- v\j— 1) ne devient jamais infinie. Dans 
l’équation (28), les deux dernières conditions subsistent pour les 

fonctions , f(«e‘’' / ~ 1 ), mais seulement entre les limites e= — u, 


v = t:, u = o, u = r. Ajoutons que x Q , x ,, ..., représentent, dans 
la formule (27), celles des racines de l’équation (21) dont les parties 
réelles demeurent comprises entre les limites u — u', u = u"; et, dans 
la formule (28), celles de ces racines dont les valeurs numériques ou 
les modules sont inférieurs à r. 


Dans le cas particulier où l’intégrale 


f(«-4-c’v/— j) j ,, .. 

—- . dv s évanouit 

F(,w-t- v\J — 1) 


pour u — — 00, alors, en prenant u = — ce, u" — U, on réduit la for- 


OEuvres de C. — S. Il, t. I. 
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mule (27) il 


(39) 


H-/-,) 


(‘(•O) 

V'i.r,) 


1 ) __I_ f f("tJ -+- 1’ sJ — l') 

Fiü + I-^ 


Le preinier membre de celle-ci renfermera toutes les racines de l’équa¬ 
tion (:n), si la quantité U surpasse les parties réelles de toutes ces 
racines. 

Lorsque la fraction devient rationnelle ou de la forme 


<7 0 -4— et\ oc . . . — a p xP 
A O H— A1 x -f-. . . —t— A m x nl 


et <| 110 le nombre p l'st inférieur à m — 1, alors, en prenant u — — x, 
11" --- x, on réduit il zéro lus intégrales que renferme le second membre 
de l'équation (27), et l’on trouve 


( 3 o) 


V'(.^ u ) + F'(*,) F'(o?,«-i) 


Si, au contraire, l’on suppose p — m — 1, alors, en faisant «' = —U, 
u"--= U, et attribuant à U des valeurs infiniment grandes, on réduira le 
second membre de la formule (27) à 

r 'Oui ( .. 1 _ t 

^ 7 * J~ ao \U H— c s /— 1 — U V \J I 


dp 


dm -1 r 

TrA,„ ./ _ 


U dp 


U 2 


et par suit»' cette formule donnera 

lf . t (.C,, *) t ( t ) _ — l 

( 0 F'(.*•■„) P'{x t j F' ) ~ A,„ ‘ 

Les équations ( 3 o) et ( 3 i) s’accordent avec un théorème que j’ai 
démontré dans le XVII'’ Cahier de ce Journal, page 207. 

Les diverses formules que nous venons d’établir fournissent le 
moyen d’exprimer, par des intégrales définies, non seulement les 
racines d’une équation algébrique ou transcendante, mais encore les 
sommes de fonctions semblables de ces mêmes racines, ou de quelques- 
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unes d’entre elles; et par suite les intégrales générales des équations 
linéaires aux différences finies ou infiniment petites à coefficients 
constants, et souvent même à coefficients variables. C’est ce que nous 
allons faire voir, en peu de mots, pour les équations différentielles et 
aux différences partielles. 

Supposons d’abord que, A„, A,, .... A m , W désignant des quantités 
constantes, et "j 1 une fonction inconnue de t, on veuille intégrer l'équa¬ 
tion différentielle 

, . d>" ib 

( 3a j A„^ -i-Â!— -K. .-t- •---o, 


avec la condition que 

(33) 




dt ’ 


d'. n ' 1 

7Tiê" 7 " 1 ” 


se réduisent respectivement à 

(34) 1 r< ', ’F‘, l F'"" J 


pour t — o. Alors, en posant 
( 35 ) I ( 0 ) A„ A 1 6 -f- ... -h A,„ 0 m , 

et nommant 0„, 0,, ..., 0,„_, les racines de l’équation 
(36) F( 0 ) — o, 

on trouvera 

ÇV- -M 1 F - 0,)...(«F -- Q m -.) e o< 

t *f cA „_,, 

( & m — I ) ( 0 0 1 ). . . ( Cji—i é /M _ *> j 

F ( *I f ) — F ( 0„ ) t>V Ff’F) — F(é,„_i) cW 

«F - C, F' ( 0 (l ) + + *F - Ô„_i F' ( 6„_, ) ' 

Or, si l’on désigne par 0 une limite supérieure aux parties réelles de 
toutes les racines de l’équation ( 36 ), la valeur précédente de ^ pourra 
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être, en vertu de l’équation (29), présentée sous la forme très simple 


( 38 ) 


1 /*" F(T*) — F(Q h- Q\J— i) O-O* ^ 

air J ^r_( 0 - f .ô v /Znf) F( 0 -hôv C ^ 


Si l’on voulait intégrer l’équation (32) de manière que les expres¬ 
sions (33) se trouvassent réduites par la supposition 1 = o, non plus 
aux puissances successives d’une même quantité TF, mais à des quan¬ 
tités différentes 

(3 9 ) .... V„_ lt 


on pourrait toujours employer la formule (38), pourvu qu’après avoir 
développé le second membre suivant les puissances ascendantes de Y, 
on convînt de remplacer TF U par TF 0 , TF' par TF,, ..., TF m_l par "*F,„_ t . 
Lorsque les quantités (3g) sont arbitraires, le développement de la 

fraction modifié conformément aux conventions dont il 

s’agit, se change en une fonction entière mais arbitraire de x , du 
degré m — i. Donc, en désignant par &(x) une fonction de cotte 
nature, on aura pour l’intégrale générale de l’équation (32) 


(4o) 


— JL / OT ( Q + e \Z—Q (&+Q /=Tl)t 
F(o+fl^) e 


Supposons, en second lieu, que l’on veuille intégrer l’équation 


(40 


A 0 + A, 


dt 


-+- Aj 


d.-<b 
dt 1 


-K. • + 


d m 

Ht'" 


= /(<), 


avec la condition que les expressions (33) s’évanouissent pour t = o. 
On aura 


( 42 ) 


+ )f 0 e 9, ‘ /(<)rf * + -" + F(e m _ 1 ),/ e 0m -'/(O 


dt 


f k>f, 


dx ■ 


-•••-t- 


f -C f e 0 n,-,l‘-^/( r )dx, 

Hn -1 ) J 0 
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et. par suil('. 


< I 


h i o i ) t t; 
K(M i 'q -i 


A*) M'k. 


Si l’on voulait, au contraire, <|U<' U*s expressions (Xi) lussent ré¬ 
duites, par la supposition ( o, aux quantités (•"*<>), alors il faudrait 
réunir les valeurs de 'b données par 1rs formules ( '!H ) et (jT); et l’on 
trouverait, eu ayant égard aux conventions ei-dessus énoncées, 

K, Ti | ’, K i) , /( r ) th 

T l(«) < v ' • > S K (H i d\ i ) 

* o 


w 


Si :i la formule (*.*<)! ou eût substitué la formule ( v.7 >. alors, en 
désignant par 0 ,0 deux quantités, l’une iul'érieure, l’autre supérieure 
aux parties réelles de toutes les racines de l'équation ( ’>(>), on aurait 
trouvé 


i i** 1 




Ei Ti 

Et V’ 1 '/ v 1 ) 


7) tk 


>0v/ >)',/ 

T 

< V • >) y t ) 

/ e ( "’ 

♦ « 

ll),‘ l)t 

l'V'" 

-l~ 0 \f- . 

Ef'fi 

Et V s tq 1 ) 

i /■' fi 

rw/r 

,.t<n 

<V 

T 

t y : ’> V 1 ) 


14 Ot 

E(// 

t 'n'.■ 


Oit n*\ irnt dt* lïi lonuulo { \ > ) u lu fonuulo ( \!\), on 

posant 0 ’ x. b W. Ajoutons que la formule ( jÛ) peut être vé¬ 
rifiée directement par la substitut ion de la valeur de ’p qu elle donne, 
dans l'équation ( j t ). 

U est essentiel de remarquer que. si dans la formule ( \ 5 ) on (irend 
l'intégrale relative à t, non plus entre les limites z- o, t /, mais 
entre deux limites z\ ” , l'une inlerieure, 1 autre supérieure a t, la 
valeur de ^ qui en résultera satisfera généralement a la formule 
puisqu'on la substituant dans le premier membre on obtiendra Fequa- 
tion exacte 

,.?<•>> S| Tl f(-)(k(t r J /( t). 


I I 
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Concevons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer l’équation différen¬ 
tielle 


(4?) 


-i? _j, + _h _ C JÏ 

(l i) mV (l-t-/) dt 


A,„-i 

I H - t 


4 d'" 4- 
dt^ï A "' ~dF" 


A t). 


avec la condition que les expressions (33) se réduisent respective¬ 
ment aux quantités 

( 48 ) TF», iF, *F(W —i), <F(RJ- — i).. .(¥ — ni -+- 2), 


pour t — 0 . Alors, en supposant la fonction F(Û) déterminée, non plus 
par la formule (35), mais par la suivante 

( 49 ) l? (6) ~ Âq- h AxQ -)r A *6{ 6 — 1 ) A rn 0 (0 — 1 ). * - ( 0 —• tn - 4 - 1 ), 


on trouvera, en vertu de l’équation ( 29 ), 

1 F(e + 0v cr O 

T" 

(00 ) 


<1 = / —■-m : ^jL -^( I + f )<M/-i- 

‘ 1% V — (0-HÔv— 1 ) 


I 

2 71 


' t 1 ±1\ 0+O ‘ M (+ T )«-i A^dÛdr _ 
+ r) F(® + 0v/-i)’ 


et, en vertu de l’équation ( 27 ), 




L r Pffî-F( 9 "+g^- 7 ) (| , _r/ 0 _ 

T‘-(6i"-t-ôv— 0 F(û"-)- 


1 TC 




(5i) 




/ E(û"-i- 0 î > 


- rf e r i-KQ'^ l) , 


2 TT 


dO 

H- O 


n-v F(&'-t-ov—">) 


(ô'+Ov— 


Si l’on voulait que les expressions (33) fussent réduites par la suppo¬ 
sition t — o, non plus aux produits ( 48 ), mais aux quantités ( 3 j>), 
on pourrait encore employer la formule (5o) ou (5i), pourvu que 
l’on convînt de développer le second membre en une série de termes 
proportionnels aux produits dont il s’agit, et de remplacer ensuite 







(53) 
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dans lo développement ces mômes produits par les quantités T,,, 

xrr w 

r \ 9 * * * 9 x m ~ i * 

Considérons à présent une équation linéaire aux différences par¬ 
tielles, par exemple, l’équalion (x) de la seconde Partie. Les valeurs 
des quantités T 0 , T,, ..., T„,_ ( comprises dans l’intégrale générale do 
cette, équation dépendront, comme on l’a vu, de la fonction S assu¬ 
jettie à vérifier la formule (n) (p. 3io), avec les conditions (8) 
(p. 3oq). Or, en vertu de ce qui précède, la fonction S, déterminée 
de manière à remplir les conditions prescrites, pourra être présentée 
sous la forme 

g _ I /"“ F(«) - P(0- 4 -0 \f-0_ )t fto 

~ 2 7: J ^ u _-<>) + 0 \f- i ) " F(M + 0 v^T)’ 


0 désignant une. limite supérieure aux parties réelles de toutes les 
racines de l’équa(ion F(0) --- o. Si l’on développe la valeur qu’on vient, 
d’obtenir pour S, suivant les puissances ascendantes de?/, on trouvera 
pour les coefficients respectifs de ces mêmes puissances 


r„ =•- / 

27T J 


A, -h A,(© 4- Q\[-- i) + ...+ ASv/- 1 0'" -1 


F(e-t-0v—0 


e ((")+ 0 v c 


Tl 


-- 

2 TT J 


•. . . -4- A (© -4- 0 \]— I ) 


f(©4-ôy / — 0 


. f; (W +0 


T m—i — 


2 71 Jv 




(©H-0 v /__,j 


Ces dernières valeurs de T 0 , T,, ..., T,„_, s’accordent, en vertu de 
la formule ( 29 ), avec celles que nous avons données dans la seconde 
Partie (p. 3i x et 3 x 2 ). 

Si l’on remplace l’équation (x) du paragi'aphe I e1 ' (II e Partie) par 
l’équation ( 28 ) du paragraphe III, la valeur de a sera donnée par les 
équations (3/j) et (36), dans lesquelles on aura 


(54) T: 


/?û„i 5 _ 


i _ 


f (Q + 0\/— 1 e (0+6/^î)<^ 

2U .L„ (®-t-0v'— A.» 
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Dans un autre Mémoire, je reviendrai sur l’application de ces diverses 
formules, soit à la résolution des équations algébriques, soit à l’inté¬ 
gration des équations linéaires aux différences finies ou infiniment 
petites à coefficients constants, ou à coefficients variables, et je les com¬ 
parerai avec celles qui ont été présentées par MM. Parseval et Brisson, 
sur les mêmes sujets. Je finirai en observant que, si dans la for¬ 
mule ( 2 ) (I re Partie) on remplace la fonction /(p., v, m ,...) par le 
produit e a - {sc ~ v - ) e blï -' l) e c{z ~ u) .. j, ...), a, b, c, ... désignant des 

constantes réelles mais arbitraires, on trouvera 

( X /( fA, v, or, . . . )... doc djji dfi dv . ... 


Il en résulte que dans tous les calculs de la seconde Partie, et dans 
les fonctions A 0 , A,, ..., A,„_,, F(ô), ... on peut écrire a -f- a \J— 1 , 

b -+- p \J — ï, ... au lieu de a \/— 1 , [3 yj— 1 .Par la même raison, à 

la formule ( 26 ) de la page 3x5, on peut substituer la suivante 


(56) 




_ e (a+a/-l)(a:-(i.) e (b+pv/-l)(y-v)_ _ ^(©-t-Oy/^Uu-T) 


X , V ’ ' do. dix c/S dv...dO dt, 

F(0-h0\/-i) 


a, b, ..., 0 représentant des constantes arbitraires dont la dernière 
pourra même être remplacée par une fonction quelconque de a, fi, y, •••, 
par exemple par une quantité supérieure aux parties réelles de toutes 
les racines de l’équation F(3)=o. Ajoutons que, pour obtenir la 
valeur de F(0 -+- 0 \J— 1 ) qui convient à la formule (5G), il suffira de 
substituer dans la valeur générale de V® un produit de la forme 

(a -+-a \/— i) p (b h- (3 \J— i) ? .. .(0 4 - 0y/— i)' s ' 
à chaque terme de la forme 

àP+q-H'+.-.-t-SQ 

àx p ày ' 1 dz r ... ét s 
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Remarquons enfin que, si dans la formule ( 50 ) on suppose l’inté¬ 
gration relative à -r effectuée, non plus entre les limites c = u', z ~ z", 
mais entre les suivantes t = o, 'z = t, la valeur de çp qu’on obtiendra 
sera précisément l’intégrale de l’équation (20) (II e Partie), cette inté¬ 
grale étant déterminée de manière que les expressions 

... dco d"‘~ l o 

Tt’ •••’ ^ 

s’évanouissent toutes pour t — o. 

Au reste, il suit évidemment de la formule ( 55 ) que, si l’on donne 
une équation linéaire aux différences partielles et de l’ordre m par 
rapport à t, dont le premier membre ne renferme que des coefficients 
constants ou fonctions de l, et dont le second membre se réduise à un 
terme variable ou de la forme f(x,y,z, ...,/) on pourra facilement 
intégrer cette équation de manière que les expressions (57) se ré¬ 
duisent respectivement à 

J a ( ^3 y y • • • )? J 1 (*^3 -*>*••)> • • • » fm—i 1* 27 * y j > • • • )s 

pour t — o. En effet, pour y parvenir, il suffira de poser 

( 58 ) q=.Y--\ f ( I I 

" A' ' — ao*. [j,' d — «*-' V" 

en assujettissant l’inconnue considérée comme fonction de t, à une 
équation différentielle de la forme 

. - . céj/ d m <$j 

( ^9) A° -t- A-1-... -I- A„, —/(F-> v, ct, ..., l), 

dans laquelle A 0 , A,, ..., A m représenteront des fonctions connues de. 
a -t- a y—1, b -t- p y' — 1, ... et de la variable t. Alors il ne restera 
plus qu’à intégrer cette équation différentielle de manière que les 
expressions 

oty d m ~ x iJj 

^ dï’ dv« - f 

se réduisent respectivement à 

/„(p., y, ro,...), /i(f, v, cr, ...), ..., v, w,...), 
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3oi t 

pour t — o. Ce dernier problème se résoudra très simplement par les 
méthodes précédentes, si les coefficients A 0 , A,, A m sont con¬ 
stants, c’est-à-dire indépendants de la variable t, ou réciproquement 
proportionnels aux puissances entières et descendantes d’une fonction 
linéaire de cette variable. 

P.-S. — On se trouve naturellement conduit par la théorie des 
quadratures à considérer chaque intégrale définie, prise entre deux 
limites réelles, comme n’étant autre chose que la somme des valeurs 
infiniment petites de l’expression différentielle placée sous le signe f , 
qui correspondent aux diverses valeurs réelles de la variable, ren¬ 
fermées entre les limites dont il s’agit. Or, cette manière d’envisager 
une intégrale définie nous paraît devoir être adoptée de préférence, 
ainsi que nous venons de le faire, parce qu’elle convient également à 
tous les cas, même à ceux dans lesquels on ne sait point passer géné¬ 
ralement de la fonction placée sous le signe y à la fonction primitive. 
Elle a, clc plus, l’avantage de fournir toujours des valeurs réelles pour 
les intégrales qui correspondent à des fonctions réelles. Enfin, elle 
permet de séparer facilement chaque équation imaginaire en deux équa¬ 
tions réelles. Tout cela n’auràit plus lieu, si l’on considérait une inté¬ 
grale définie prise entre deux limites réelles, comme nécessairement 
équivalente à la différence des valeurs extrêmes d’une fonction pri¬ 
mitive même discontinue, ou si l’on faisait passer la variable d’une 
limite à l’autre par une série de valeurs imaginaires. Dans ces deux 
derniers cas, on obtiendrait souvent, pour les intégrales elles-mêmes, 
des valeurs imaginaires semblables à celle que M. Poisson a donnée 
pour la suivante 

COS <7 X . 


(voir le XVIII e Cahier de ce Journal, p. 329). Si l’on applique à cette 
intégrale les méthodes ci-dessus indiquées, on trouvera pour sa valeur 

piincipale — ^sinaè, tandis que sa valeur générale, considérée 
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comme limite de la somme 





b — k [X 


cos a x 
x- — b' 1 


oo 

dx -h / 

b+ kv 


co s cix 


x~- 


- dx , 


sera déterminée par la formule. 



cos a x dx 
x' 1 — L>- 


TC 

2 b 


(cos ah î m — sinaô), 


m désignant, pour abréger, une constante arbitraire égale au rap¬ 
port De cette formule on tire immédiatement les suivantes 



dx TC 


( cos a 1 ni — sin a ), 


TC . 

- sin a , 


dans lesquelles les fonctions sous le signe J cessent de passer par 
l’infini entre les limites des intégrations. 

Au reste, il peut arriver qu’à une même intégrale correspondent 
plusieurs fonctions primitives, dont les unes conduisent à des valeurs 
réelles de l’intégrale, les autres à des valeurs imaginaires. Ainsi, par 
exemple, si l’on considère l’intégrale 




i dx 1 
x 1 


on pourra prendre pour fonction primitive ou le logarithme népérien 
de x , tantôt réel, tantôt imaginaire, ou la fonction ~lar supposée tou¬ 
jours réelle. La différence des valeurs extrêmes, qui sera imaginaire 
dans le premier cas, se réduira dans le second à la quantité réelle ^ ! d, 
ou I2, laquelle est précisément la valeur principale de l’intégrale 
proposée. 
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Il importe d’observer que, pour différentiel’ la valeur principale 
d’une intégrale indéterminée par rapport à une quantité distincte de 
la variable à laquelle l’intégration est relative, il ne suffît pas toujours 
d’effectuer la différentiation sous le signe J . Mais toutes les questions 
et les difficultés que l’on pourrait proposer à ce sujet seront aisément 
résolues, si l’on a eu soin de remplacer l’intégrale indéterminée par 
la somme dont sa valeur principale est la limite. Concevons, par 
exemple, qu’en attribuant au nombre k une valeur infiniment petite, 
et supposant la quantité a positive, mais inférieure à l’unité, on 
veuille différentier n fois par rapport à la quantité a l’équation qui 

Z » 1 ( j x 

fournit la valeur principale de l’intégrale indéterminée / -——-• On 

j n x a 

présentera cette équation sous la forme 



et, en la différentiant n fois, on trouvera 



Par suite, en réduisant chaque intégrale indéterminée à sa valeur 
principale, on aura, pour des valeurs paires de n. 



et, pour des valeurs impaires de n. 



ce qui est exact. 
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Nous ajouterons, pour ne laisser aucune incertitude sur la valeur 
des signes algébriques dont nous nous sommes servis, que, dans ce 
Mémoire, comme dans le Cours (l’Analyse de l’Ecole royale poly¬ 
technique, nous avons toujours employé la notation arc tanga?, pour 
indiquer le plus petit, arc (abstraction faite du signe) dont la tangente 
soit égale à x, et les notations (u -1 - r \, / — O 11 ’ U w + 0 (u dési¬ 

gnant une quantité positive ou nulle), pour représenter les expressions 
imaginaires 


[X 

( u 2 -+- v- ) 2 


COS 


jj- arc îang 


H“V 7 



arc laii” 


r 


u 


) 


r 


I ( a- H- 


c 2 


H- V 


arc taiu 



MÉMOIRE '■) 

SUR LE SYSTÈME I)E VALEURS 

QU’IL FAUT ATTRIBUER A DIVERS ÉLÉMENTS DÉTERMINÉS 
FAR UN GRAND NOMBRE D’OBSERVATIONS, 

POUR QUE LA PLUS GRANDE DE TOUTES LES ERREURS, 
ABSTRACTION FAITE DU SIGNE, DEVIENNE UN MINIMUM. 


Le P. Boscovvichafaitvoir commenton pouvait résoudre la question 
précédente, dans le cas où l’on n’a qu’un seul élément à considérer. 
M. Laplace a examiné une question semblable dans le troisième Livre 
de la Mécanique céleste, qui traite de la ligure du sphéroïde terrestre, et 
a donné une méthode facile pour déterminer la figure elliptique, dans 
laquelle le plus grand écart des degrés du méridien, abstraction l'aile 
du signe, devient un minimum. On a dans ce cas deux éléments à con¬ 
sidérer, au lieu d’un seul. Mais la fonction des éléments qui représente 
les erreurs n’est pas la plus générale possible. Il restait à 'étendre la 
même théorie au cas où cette fonction devient la plus générale de son 
espèce, et où le nombre des éléments est supérieur à deux. M. Laplace. 
ayant bien voulu m’indiquer ce sujet de recherches, je me suis elforcé 
de répondre à son attente; et je suis parvenu à une méthode générale 
qui renferme toutes les autres, et qui reste toujours la même, quel 
que soit le nombre des éléments que l’on considère. Tel est l’objet du 
Mémoire que j’ai l’honneur de soumettre à la Classe. Voici d’abord en 
quoi consiste le problème qu’il s’agit de résoudre. 


I 1 ) Présenté à la première Classe do l’Institut, le *8 février 1814. 
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Lorsque, pour déterminer un élément inconnu, par exemple une 
longueur, un angle,, etc., on a fait un grand nombre d’observations 
ou sur ces éléments eux-mêmes, ou sur d’autres quantités qui en dé¬ 
pendent., alors chaque observation prise à part détermine une valeur 
particulière de l’élément. Si l’on a déjà conclu, soit des observations 
que l’on considère, soit d’autres observations faites antérieurement, 
une valeur approchée de l’élément, pour déduire de cette valeur la 
véritable, il suffira d’y ajouter une petite correction que l’on peut 
désigner par la variable x. Chaque observation, prise séparément et 
considérée comme exacte, détermine une valeur particulière de la cor¬ 
rection. Mais si, au lieu de considérer cette équation comme exacte, 
on suppose qu’elle soit en erreur sur le résultat vrai d’une certaine 
quantité, alors la correction à faire, ou la variable x qui la repré¬ 
sente, deviendra fonction de cette erreur, et réciproquement. Par suite, 
l’erreur de. chaque observation pourra en général être, exprimée par 
une série ordonnée suivant les puissances de la variable, et dans la¬ 
quelle, vu la petitesse de la correction à faire, on pourra s’arrêter à la 
première, puissance de celle-ci. Cette erreur sera donc représentée par 
un binôme, dont le premier terme sera constant, et dont le. second 
renfermera seulement la première puissance de la variable x. Si les 
observations données doivent servir à déterminer plusieurs éléments 
au lieu d’un seul, en désignant les corrections respectives de ceux-ci 
par les variables x, y, z, ..., on parviendra de la même manière à 
représenter chaque erreur par un polynôme du premier degré en x, y, 

z, _Cela posé, il s’agit de trouver pour ces variables un système de 

valeurs 

X — \, y — Y), s — Ç, ..., 

tel que le plus grand des polynômes que l 'on considère, ou l ce qui revient 
au même, la plus grande des erreurs qu ils représentent, devienne, abstrac¬ 
tion faite du signe, un minimum. 

Le problème se simplifie considérablement,, lorsque les polynômes 
qui représentent les erreurs sont deux à deux égaux et de signes 
contraires. Alors, en effet, pour des valeurs déterminées des variables 
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x,y, z, ..., la plus grande des erreurs positives est égale à la plus 
grande des erreurs négatives; et la question se réduit à déterminer le 
système des valeurs de x, y, z, pour lequel la plus grande des 
erreurs positives devient un minimum. Si les erreurs ne sont pas deux 
à deux égales et de signes contraires, on pourra ramener ce cas au 
précédent, en doublant par la pensée le nombre des erreurs et joignant, 
aux polynômes qui représentent les erreurs données, d’autres poly¬ 
nômes égaux et de signes contraires, destinés à représenter les erreurs 
fictives que l’on se propose de considérer. Si parmi les erreurs données 
il s’en trouvait déjà plusieurs qui fussent égales et de signes contraires, 
il serait inutile d’en doubler le nombre. Au moyen de l’artifice précé¬ 
dent, on écarte les difficultés qui pouvaient naître de la distinction 
des signes, et l’on est alors autorisé à considérer une quantité négative 
plus grande comme plus petite qu’une autre quantité négative moindre. 
La question proposée se trouve ainsi, comme on l’a déjà remarqué, 
ramenée à la suivante : 

x, y, z, ... étant les corrections des éléments que l’on considère, déter¬ 
miner pour ces variables un système de valeurs tel que la plus grande des 
erreurs positives devienne un minimum. 

Je vais exposer en peu de mots la méthode qui conduit à la solution 
de ce nouveau problème. 

Soient x = \, y~t\, z = Ç, ..., les valeurs des inconnues qui 
résolvent la question. Chacune de ces valeurs devra être choisie parmi 
une infinité d’autres. Il semble donc au premier abord que, pour 
arriver a la solution cherchée, il faudrait faire varier séparément cha- 
cune des corrections x, y, z, ... et examiner quelle influence peut 
avoir la variation de chacune d’elles sur l’accroissement et la diminu- 
tion des erreurs que l’on considère. On peut néanmoins atteindre b 1 
but qu on se propose, en se contentant de faire varier une seule correc¬ 
tion, s par exemple, ainsi qu’on va le faire voir. 

Supposons un moment le problème déjà résolu pour un nombre 
d éléments inférieur d une unité à celui que l’on considère ; concevons 
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de plus que l’on donne successivement à z toutes les valeurs possibles 
depuis z — — cc jusqu’à z = co, et que pour chaque valeur de 5 on 
détermine les autres variables x, y, ..., par la condition que la plus 
grande erreur devienne un minimum. On obtiendra de cette manière 
une suite de systèmes de valeurs de x, y, z, ..., parmi lesquels se 
trouvera nécessairement le système cherché; et, pour obtenir ce der¬ 
nier, il suffira de choisir, entre les minima des plus grandes erreurs 
correspondant aux diverses valeurs de z, celui qui est lui-même plus 
petit que tous les autres. Ce dernier correspond à la valeur '( de z; et 
par suite, si cette valeur était connue, îl n’v aurait plus de choix à faire, 
et la question se trouverait ainsi ramenée au cas où l’on a un élément 
de moins à considérer. Mais, comme on ne peut espérer de découvrir 
immédiatement la valeur Ç do z qui satisfait à la question, il faudra 
commencer par donner à z une valeur arbitraire, en supposant, par 
exemple, ^ = 0, et déterminer les valeurs correspondantes de x, y, ..., 
par la condition ei-dessus énoncée, savoir, que la plus grande erreur 
devienne un minimum. Après avoir ainsi obtenu le minimum des plus 
grandes erreurs pour la valeur zéro de z, il ne restera plus qu’à faire 
varier s de manière à faire décroître le minimum dont il s’agit, jusqu’à 
ce qu’il acquière la plus petite valeur possible. La méthode qu’il faut 
employer pour y parvenir est fondée sur le théorème suivant, démontré 
par M. Laplace : 

Quel que soit le nombre des éléments renfermés dans les erreurs que l’on 
considère, si l’on fait varier, ou tous ces éléments, ou seulement quelques- 
uns d’entre eux, et que l’on détermine les valeurs des éléments variables 
qui rendent la plus grande erreur un minimum, pour les valeurs dont il 
s’agit, plusieurs erreurs deviendront à la fois égales entre elles et les plus 
grandes de toutes, et le nombre de ces dernières surpassera toujours au 
moins d’une unité le nombre des éléments variables. 

Pour montrer comment on peut faire l’application de ce théorème à 
la question proposée, supposons que l’on ait trois éléments à consi¬ 
dérer. Soient x, y etz les corrections de ces trois éléments. Soit n le 

(Œuvres de C. — S. 11, t. 1. 
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nombre des erreurs, et désignons celles-ci par <?,, e. 2 , e„. En vertu 

.de ce qui précède, on commencera par supposer dans toutes les 
erreurs g = o, et l’on déterminera, dans cette hypothèse, les valeurs 
de x et clc y qui rendent la plus grande erreur un minimum. Soient 

x — a, y = 6 

les valeurs dont il s’agit. Il suit du théorème précédent que, pour les 
valeurs a, ê et o des variables x, y, g, trois erreurs, par exemple 

e py 

deviendront égales entre elles et les plus grandes de toutes. De plus, la 
double équation 

Gp ZH Gq - C r 

servira à déterminer les valeurs a et 6 de x et de y qui correspondent 
à g = o. Si, maintenant, on fait varier g d’une très petite quantité en 
plus’ou en moins, les trois erreurs e p , e q , e r jouiront encore de la 
même propriété, c’cst-à-d'ire qu’elles seront toujours les plus grandes 
de toutes pour les valeurs de x et de y qui rendent la plus grande 
erreur un minimum, et ces mêmes valeurs seront encore déterminées 
par l’équation double 

ôpzzz Gq — G r * 

Seulement, pour faire en sorte que la valeur commune de ces trois 
erreurs diminue, il pourra arriver que l’on soit obligé ou de faire 
croître ou de faire diminuer g. Supposons, pour fixer les idées, que 
cette valeur diminue quand g augmente, g continuant à croître, les 
erreurs e p , e q , e r diminueront simultanément, en demeurant toujours 
les'plus grandes de toutes,'jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur c s par¬ 
vienne à les égaler pour les surpasser ensuite. Soit y, la valeur de g 
pour laquelle les quatre erreurs e p , e q , e n e s deviennent égales entre 
elles; et désignons par a, et 6, les valeurs correspondantes de x et 
de y. Le système des valeurs 


1) 


X=ZOL. 


j = ® i» 


z — h 
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sera déterminé par la triple équation 

e p — Cq — G r — e Sf 

et, pour la valeur y, de -, ce système sera celui qui rend laplus grande 
erreur un minimum. D’ailleurs, il suit du théorème énoncé ci-dessus 
que, pour les valeurs des inconnues qui résolvent la question pro¬ 
posée, quatre erreurs doivent être égales entre elles et les plus grandes 
de toutes. Cette dernière condition étant satisfaite, en même temps 
que la précédente, pour les trois valeurs 

# = J = 6 i, z = y i- 

il convient de rechercher si celles-ci ne résoudraient pas le problème. 
On y parvient de la manière suivante : 

Lorsqu’on fait croîtrez au delà dey,, les trois erreurs e t „ e, r e,.cessent 
d’être conjointement les plus grandes de toutes pour les valeurs de x 
et de y qui rendent la plus grande erreur un minimum; et cette pro¬ 
priété appartient alors à deux d’entre elles prises conjointement avec 
la nouvelle erreur e s . On détermine facilement quelles sont, parmi les 
trois erreurs e p , e q , e r , les deux qu’il convient de choisir pour cet objet. 
Soient, par exemple, e q , e r ces deux erreurs; si l’on fait croître z au 
delà de y,, la valeur commune des trois erreurs e q , e r , e s ira en croissant 
ou en diminuant. Dans le premier cas, les valeurs a,, , y, de x, y et - 

satisferont à la question proposée. Dans le second cas, les erreurs dont 
il s’agit continueront à décroître, en restant toujours les plus grandes 
de toutes pour les valeurs de x et de y qui rendent la plus grande erreur 
un minimum, jusqu’à ce qu’une nouvelle, erreur parvienne à les égaler 
toutes trois pour les surpasser ensuite. Alors on obtiendra de nouveau 
une équation triple entre quatre erreurs. On pourra juger, comme pré¬ 
cédemment, si le système des valeurs des inconnues déterminé par cette 
équation triple satisfait à la question proposée. Dans le cas contraire, 
en suivant toujours la môme marche, on finira par arriver à la solution 
du problème. 

Les erreurs e p , e q , e r étant supposées connues, pour découvrir 
l’erreur e s , il suffit évidemment de chercher celle qui, égalée aux. trois 
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premières, détermine la plus petite valeur positive de la variable s. 
Mais il peut arriver que, pour cette valeur de s, plusieurs erreurs, par 
exemple e s , e t , e u , ..., deviennent à la fois égales entre elles et aux 
trois premières. Désignons toujours par y, la valeur dont il s’agit. Si 
l’on fait croître z au delà de y,, trois des erreurs suivantes 

&py ^({9 ^S9 ^l ? &U9 • • ' 

deviendront conjointement les plus grandes de toutes pour les valeurs 
de x et de y qui rendent la plus grande erreur un minimum; et, sui 
ces trois erreurs, deux au plus devront être prises parmi les trois pre¬ 
mières e p , e q , e r . Sauf cette restriction, la combinaison qui renferme 
les trois nouvelles erreurs pourra être l’une quelconque de celles que 
l’on forme en assemblant trois à trois les erreurs 

&pi ^< 7 ? ^r> ^$9 ^19 * * • • 

Pour juger quelle est parmi ces combinaisons celle qui mérite la pré¬ 
férence, on supposera que la variable s croisse au delà de y, d’une 
quantité positive, mais indéterminée, représentée par k, et que les 
valeurs correspondantes a, et 6, des deux autres variables x et j 
reçoivent en même temps les accroissements positifs ou négatifs (. 
et h. Les accroissements des erreurs e p , e q , e r , e s , e t , e u , ..., qui, pai 
hypothèse, étaient toutes égales entre elles, se trouveront alors expri 
més par des polynômes homogènes du premier degré en g, h et k\ e 
il suffira de déterminer les valeurs respectives de g et de h pour les 
quelles le plus grand de tous devient un minimum, k étant une quan 
tité essentiellement positive, on pourra, sans nul inconvénient, divise 
par k chacun de ces polynômes. Les qpotients ne renfermeront plu 
de variables que les rapports des accroissements de x et de y à celu 
de z, et il ne restera plus qu’à déterminer ces deux rapports do tell 
manière que le plus grand des quotients que l’on considère devienm 
un minimum. Ainsi toutes les difficultés se trouvent réduites à la solu 
tion du problème général, dans le cas où l’on n’a que deux éléments 
corriger. 

On réduira de même les difficultés que présente cette dernière hvpo 
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thèse aux difficultés qui subsistent, dans le cas où l’on n’a qu’un seul 
élément à considérer. Enfin l’on réduira celles-ci à la détermination de 
la plus grande erreur pour une valeur donnée de la variable, et alors la 
question proposée se trouvera complètement résolue. 

On pourra de même, en général, quel que soit le nombre des 
variables, ramener la question proposée au cas où l’on a une variable 
de moins à considérer, et abaisser ensuite continuellement la diffi¬ 
culté, jusqu’à ce qu’elle disparaisse entièrement. Ainsi, par exemple, 
si m représente le nombre des variables, on commencera par donner à 
l’une d’elles, que je désignerai par z, une valeur arbitraire, en déter¬ 
minant les autres de manière que la plus grande erreur devienne un 
minimum. Alors on obtiendra un système, de valeurs pour lesquelles 
m erreurs différentes deviendront égales entre elles et les plus grandes 
de toutes. On fera ensuite varier z de manière à faire décroître la valeur 
commune des erreurs dont il s’agit, jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur 
parvienne à les égaler toutes, pour les surpasser ensuite. Alors on 
obtiendra une équation entre m-hi erreurs différentes; et l’on jugera 
facilement si les valeurs des variables déterminées par cette équation 
satisfont à la question proposée. Dans le cas contraire, si l’on continue 
à faire variera toujours dans le même sens, une nouvelle combinaison 
de m erreurs remplacera la première ; et, en suivant la même marche, on 
finira nécessairement par arriver à la solution du problème. Le cas où, 
pour une même valeur de z, le nombre des erreurs égales entre elles et 
les plus grandes de toutes viendrait à surpasser m-+-i, ne présente 
aucune difficulté qu’il ne soit toujours aisé de résoudre, au moyen de 
l’artifice employé pour cet objet dans l’hvpothèse de trois variables. 

Lorsqu’on a un seul élément à corriger, la méthode précédente se 
réduit à celle qu’a donnée le P. Boscowich, pourvu que l’on suppose la 
première valeur de z, que l’on peut choisir arbitrairement, égale à 
l’infini négatif. On peut néanmoins, dans ce cas, simplifier la solution, 
en prenant pour première valeur de z celle qui rend égales entre elles 
les deux erreurs où cette variable a le plus grand coefficient positif et 
le plus grand coefficient négatif. 
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Si l’on a plusieurs éléments à considérer, les calculs deviennent 
beaucoup plus simples, dans le cas où quelqu’un de ces éléments a 
le même coefficient, au signe près, dans toutes les erreurs données. 
Ainsi, par exemple, si l’on considère deux éléments, et que le coeffi¬ 
cient de l’un d’entre eux soit toujours égal à h- i ou à — i, on arrive à 
une méthode semblable à celle qu’a donnée M. Laplace pour déter¬ 
miner, relativement à la Terre, la figure elliptique dans laquelle, le plus 
grand écart des degrés du méridien devient, abstraction faite du signe, 
un minimum (a). 

Je joins ici la démonstration des théorèmes que suppose la méthode 
précédente, et les formules relatives aux cas les plus simples. 

Je finirai par observer que, dans l’hypothèse de deux et de. trois 
variables, la question proposée peut recevoir une interprétation géo¬ 
métrique assez singulière. Elle se réduit alors à l’un des deux pro¬ 
blèmes suivants : 

Problème I. — Étant données les équations des droites qui forment les 
côtés d’un polygone, déterminer le sommet le plus bas du polygone. 

Problème II. — Étant données les équations des plans qui composent 
les faces d’un polyèdre, déterminer le sommet le plus bas de ce même 
polyèdre. 

On peut encore résoudre, par la même analyse, le problème suivant : 

Etant données les équations des plans qui composent les faces d’une 
pyramide, déterminer la plus basse de ses arêtes (b). 


ADDITIONS. 


(a). Nous avons remarqué ci-dessus que les valeurs des variables 
qui résolvent la question proposée rendent toujours égales entre elles 
autant d erreurs, plus une, qu’il y a d’éléments à considérer. On pour- 
rait donc, à la rigueur, découvrir le système de valeurs demandé, en 
cherchant, parmi ceux qui satisfont à la condition précédente, celui 
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qui rend la plus grande erreur un minimum; mais cette méthode serait 
longue et pénible, et le nombre des opérations qu’elle exigerait pour 
un nombre m d'éléments serait égal au nombre des combinaisons des 
erreurs prises /?? H— i à m + 1. Il est aisé de voir quel avantage la 
méthode précédemment exposée a sur celte dernière. Car, au lieu 
d’employer tous les systèmes de valeurs des variables pour lesquels 
m -4 -i erreurs deviennent égales entre elles, nous avons considéré 
seulement une partie de ceux où les erreurs égales deviennent en 
même temps les plus grandes de toutes. On peut apprécier cet avantage 
avec quelque exactitude à l’aide d’un théorème assez remarquable, et 
dont voici l’énoncé : 

Soit toujours m le nombre des éléments que l’on considère. Supposons 
que l’on combine successivement les erreurs données une à une, deux à 
deux, trois à trois, etc., enfin m + ià/« + i,et que l’on ait seulement 
égard aux combinaisons formées d’erreurs qui puissent devenir simulta¬ 
nément les plus grandes de toutes; le nombre total des combinaisons où 
les erreurs entreront en nombre impair surpassera d’une unité le nombre 
des combinaisons où les erreurs entreront en nombre pair. 

Ainsi, par exemple, si l’on a un seul élément à considérer, le nombre 
des erreurs qui pourront devenir successivement les plus grandes de 
toutes surpassera d’une unité le nombre des combinaisons deux à 
deux. Si l’on a trois éléments à considérer, le nombre des erreurs, plus 
le nombre des combinaisons trois à trois, surpassera d’une unité le 
nombre des combinaisons deux à deux, et ainsi de suite,.... D’ailleurs, 
il est facile de prouver que le rapport du nombre des combinaisons m 
à m au nombre des combinaisons m -+-1 àm + i surpasse toujours la 
moitié du nombre des éléments augmenté de l’unité. Cette inégalité, 
jointe au théorème ci-dessus énoncé, suffit pour faire voir que le nombre 
des combinaisons m - 1- i à m + i n’est pas d’un ordre plus élevé que le 
nombre des combinaisons m-iàm-i, lorsqu’on a seulement égard 
aux combinaisons formées d’erreurs qui deviennent simultanément les 
plus grandes de toutes. On démontre, par ce moyen, que, dans le cas 
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de deux variables, le nombre des opérations qu’exige la méthode pro¬ 
posée croît seulement comme le nombre des erreurs; tandis que, par 
l’autre méthode, il croîtrait comme le cube de ce dernier nombre. De 
même, dans le cas de trois variables, le nombre d’opérations qu’exige 
la première méthode n’est pas d’un ordre plus élevé que le carré du 
nombre des observations, tandis que, par l’aùtre méthode, il serait du 
même ordre que la quatrième puissance. En général, l’ordre dont il 
s’agit est toujours abaissé par la première méthode au moins de deux 
unités. On peut même faire voir que, dans plusieurs cas particuliers, le 
nombre des opérations qu’elle exige croît seulement comme le nombre 
des observations. C’est ce qui a lieu, par exemple, toutes les fois que, 
dans les erreurs données, les diverses variables, à l’exception d’une ou 
de deux, ont partout le même coefficient numérique. 

Dans le cas où l’on ne considère que deux variables, le nombre des 
opérations ne peut jamais surpasser le double du nombre des erreurs. 
Je suis parvenu à ce théorème par trois voies différentes; mais une 
seule m’a conduit à la détermination du nombre des opérations qu’on 
est obligé de faire lorsque le nombre des variables est supérieur à deux. 

(b). Enfin, le théorème de la page 367 renferme, comme cas parti¬ 
culiers, les trois suivants : 

i° Dans un polygone ouvert par ses deux extrémités, le nombre des 
côtés surpasse d’une unité le nombre des sommets. 

2 0 Dans un polyèdre ouvert par sa partie supérieure, le nombre des 
faces, augmenté du nombre des sommets, surpasse d’une unité le nombre 
des arêtes. 

3 ° Si l’on réunit, les uns autour des autres, plusieurs polyèdres, les 
uns fermés, les autres ouverts, de telle manière que chaque face soit 
commune à deux polyèdres différents, le nombre des polyèdres, augmenté 
du nombre des arêtes, surpassera d’une unité le nombre des faces aug¬ 
menté du nombre des sommets. 

Il résulte du premier théorème que, dans tout polygone, le nombre 
des sommets est égal à celui des côtés. On déduit du deuxième la rela- 
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tion qu’Eulcr a découverte entre les divers éléments d’un polyèdre 
convexe. Le troisième théorème coïncide avec un théorème inséré dans 
un Mémoire que j’ai eu l’honneur, il y a trois ans, de présenter à la 
Classe, et qu’elle a daigné accueillir favorablement. 

La Géométrie ne saurait aller plus loin, parce quelle se borne à faire 
varier les trois dimensions de l’espace. Mais l’Analyse, en ramenant 
les propositions que nous venons d’énoncer à la théorie des combi¬ 
naisons, fournit le moyen de les étendre à un nombre quelconque de 
variables. 

DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES QUE SUPPOSE IA MÉTHODE EXPOSÉE 

DANS CE MÉMOIRE. 

Théorème I. — Quel que soit le nombre des éléments renfermés dans les 
erreurs que l’on considère, si l’on fait varier, ou tous ces éléments, ou 
seulement quelques-uns d’entre eux, et que l’on détermine les valeurs des 
éléments variables qui rendent la plus grande erreur un minimum, pour 
les valeurs dont il s’agit, plusieurs erreurs deviendront à la fois égales 
entre elles et les plus grandes de toutes, et le nombre de ces dernières sur¬ 
passera toujours au moins d’une unité le nombre des éléments variables. 

Nota. — On trouve, dans le calcul des probabilités, une démonstra¬ 
tion du théorème précédent, fondée sur ce principe, que les valeurs 
de x, y, z, .. . qui rendent la plus grande erreur un minimum, rendent 
aussi un minimum la somme des puissances infinies des erreurs. Mais 
on peut aussi démontrer directement ce théorème à l’aide des consi¬ 
dérations suivantes. Comme je suppose qu’on ne fait pas abstraction 
du signe des erreurs, je regarderai une quantité négative plus grande 
comme plus petite qu’une autre quantité négative moindre. 

Démonstration. — Soient x, y, z, ... les corrections des éléments 
que l’on suppose variables, et désignons par y], t, ... les valeurs 
des éléments qui rendent la plus grande erreur positive un minimum. 
Enfin soient e K , e.,, ..., e n les erreurs données en nombre égal à n, et 
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supposons généralement 

b v x -t- c r y H— d v z -t-..., 

quelle que soit la valeur de r. Si l’on fait croître x, y, z, ... de quantités 
arbitraires g, h,k, ..., l’accroissement de l’erreur e r sera 

“H Cyh dy k -+-.... 

Supposons maintenant que cette erreur devienne la plus grande de 
toutes pour les valeurs £, yj, Ç, ... des variables x, y, z.. Il est aisé de 
prouver que, pour ces mêmes valeurs, plusieurs autres erreurs e s , e t ,... 
lui seront égales : car, si cette égalité n’avait pas lieu, l’erreur e r resr- 
terait la plus grande de toutes pour les valeurs de x, y, z, ... très 
rapprochées de rj, Ç, — D’ailleurs, si l’on fait croître rj, '(, ... de 
quantités très petites mais arbitraires g, h, k, ..., on pourra toujours 
fixer les signes de ces quantités de manière que l’accroissement 
de e r ou 

b r g -H c r h -1- d r k -H -. • 

devienne négatif, et se change en une diminution. Par suite, l’erreur e r 
pourrait encore diminuer en restant la plus grande de toutes, et vj, 
Ç, ... ne seraient pas les valeurs de x, y, z, ..., qui rendent la plus 
grande erreur un minimum, ce qui est contre l’hypothèse. 

Il reste à faire voir que le nombre des erreurs qui deviendront 
égales pour les valeurs y], des variables x, y, z, ..., sera tou¬ 
jours supérieur au moins d’une unité à celui de ces mêmes variables. 

En effet, désignons par m le nombre des variables que l’on consi¬ 
dère, et soient 

6 ri 6 S j 6ii . . . 

les erreurs qui deviennent à la fois égales entre elles et les plus 
grandes de toutes, lorsqu’on suppose 

x = y — n, Z — Ç, 

Si le nombre de ces erreurs surpasse m d’une unité, l’équation multiple 
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suffira en général pour déterminer complètement les valeurs ij, y], 

l, ... des variables x, y, s, _Mais, dans le cas contraire, on pourra 

donner à ces mêmes variables des valeurs très rapprochées de £, y], 
Z, ... qui satisfassent toujours à l’équation dont il s’agit, et pour les¬ 
quelles les erreurs e r , e s , e t , soient toujours les plus grandes de 
toutes. Pour obtenir ces nouvelles valeurs, on fera croître y], ... 

de quantités très petites mais indéterminées g, h, k, -Les accrois¬ 

sements correspondants des erreurs e r , e s , e c , ... seront 

bp ££ —j— Cj*1i H - cl p k ~~ I—... j 
b g if —}— 6 S h —f~ cl g k H - . . . y 
b t g + h -l- d( k ... , 


et par hypothèse ils devront tous être égaux entre eux. Celle égalité 
déterminera quelques-unes des quantités g, h, k, ... en fonction des 
.autres; et, si l’on élimine les premières de l’un des accroissements 
dont il s’agit, celles qui resteront après l’élimination seront entière¬ 
ment arbitraires. Au reste, le résultat sera le même, quel que soit 
celui des accroissements que l’on considère; et il est aisé de voir que 
ce résultat ne renfermera pas de terme constant. Par suite, en don¬ 
nant des signes convenables à celles des quantités g, h, k, ... qui s’y 
trouvent comprises, on pourra toujours faire en sorte qu’il soit négatif, 
c’est-à-dire qu’il représente une diminution. Ainsi, dans ce cas, les 
erreurs e T , e s , e c , ... pourraient encore diminuer en restant les plus 
grandes de toutes; et Y], Z, ■■■ ne seraient pas les valeurs de x, y, 
-, ... qui rendent la plus grande erreur un minimum; ce qui est 
contre l’hypothèse. 

La démonstration précédente aurait lieu pareillement, si, les erreurs 
e n e s , e t , ... étant en nombre égal à m -+-1, l’équation multiple 


e,.~ c. 


ne suffisait pas pour déterminer les valeurs des variables représentées 
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par 

Théorème II. — Le problème qui fait l’objet du précèdent Mémoire ne 
peut jamais admettre qu’une solution, à moins que d’en admettre un 
nombre infini. 

Démonstration. — Concevons que l’on donne successivement à s 
toutes les valeurs possibles depuis — co jusqu’à -+- ce, et que pour 
chaque valeur de z on détermine les autres variables x, y, z, ... par la 
condition que la plus grande erreur devienne un minimum. On aura 
de cette manière les minima des plus grandes erreurs correspondant 
aux diverses valeurs de z, et l’on pourra toujours, par la méthode pré¬ 
cédente, obtenir un minimum plus petit que ceux qui le précèdent et 
ceux qui le suivent. Cela posé, il sera facile de prouver qu’aucun autre 
minimum ne peut jouir de la même propriété. En effet, soit '( la valeur 
de z correspondant à celui que l’on considère; et supposons que l’on 
donne successivement à z toutes les valeurs possibles depuis z — \ 
jusqu’à z — cc; je dis que le minimum des plus grandes erreurs ira 
toujours en croissant. Car, s’il en était autrement, ce minimum cesse¬ 
rait de croître pour une certaine valeur de z que je désignerai par y. 
Soient maintenant e p , e q , e r , ... les erreurs qui sont égales entre elles 
et les plus grandes de toutes pour les valeurs de x, y, ... qui rendent 
la plus grande erreur un minimum, au moment où z est sur le point 
d’atteindre la valeur y. Ces erreurs seront en nombre égal à celui des 
variables x, y, z, ...; et, par suite, quelle que soit la valeur de s, 
l’équation 

ep — Gq ” 6 } . — ... 

déterminera toujours les valeurs de x et de y qui rendent un minimum 
la plus grande des erreurs e p , e q , e r , — En vertu de cette même équa¬ 
tion, les valeurs de x, y, ... devenant proportionnelles à z, la valeur 
commune des erreurs e p , e q , e r , ... deviendra aussi proportionnelle à z; 
et, puisque cette valeur augmente lorsque s est sur le point d’atteindre 
la valeur y, elle augmentera encore lorsqu’on fera croître z au delà 
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de y. Ainsi, lorsqu’on se borne à considérer les erreurs e p , e q , e n 
si pour la valeur y de z le minimum des plus grandes erreurs est 
désigné par M, pour une valeur de s supérieure à y, ce minimum 
deviendra supérieur à M. Supposons maintenant qu’au lieu de consi¬ 
dérer seulement les erreurs e p , e q , e,., ..., on ait à la fois égard à toutes 
les erreurs données. Le minimum des plus grandes erreurs correspon¬ 
dant à une valeur donnée de z ne pourra qu’augmenter lorsqu’on 
passera de la première hypothèse à la seconde. Par suite, dans ce 
dernier cas, pour des valeurs de z supérieures à y, le minimum des 
plus grandes erreurs sera toujours supérieur à M. Ce minimum ne 
pourra donc cesser de croître pour une certaine valeur y de z. Mais 
au contraire il ira toujours en croissant depuis z = 'Ç jusqu’à s = ce. 
On prouverait de même qu’il croîtra toujours depuis z — '( jusqu’à 
z=— co. Ainsi, parmi les minima correspondant aux diverses valeurs 
de z, un seul est plus petit que ceux qui le précèdent et ceux qui le 
suivent, et celui-là seul résout la question proposée. 

La démonstration précédente suppose que, s venant à varier de part 
et d’autre de t, le minimum des plus grandes erreurs commence à 
croître dès que l’on donne à z une valeur plus grande ou plus petite 
que Mais il pourrait arriver qu’avant de croître le minimum dont il 
s’agit restât quelque temps stationnaire. Alors on obtiendrait une infi¬ 
nité de minima tous égaux entre eux, et correspondant à une infinité 
de valeurs de z. Dans tous les cas, dès qu’une fois le minimum des 
plus grandes erreurs a commencé à croître, il ne peut plus s’arrêter. 
Ainsi, lorsque la question devient indéterminée, toutes les valeurs 
de z qui la résolvent se trouvent comprises entre deux limites données, 
et le minimum des plus grandes erreurs conserve toujours la même 
valeur entre ces deux limites. 

Théorème III. — Supposons que l’erreur e p devienne la plus grande de 
toutes : 1 0 pour les valeurs a.,, y <( ... de x, y, z, ... ; 2° pour les 

valeurs a 2 , ê 2 , y 2 , ... des mêmes variables; si l’on désigne par a une 
valeur de x comprise entre et a 2 , et par S, y, ... les valeurs correspon- 
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demies qu’on obtient pour y, z, ...en faisant x — a dans les équation. 

y — _ x — cc t 

* ê 2 — a 2 — a/ 

;s — y 1 _ x — oc 1 

y 2 — y 1 a 2 — oc t 


l’erreur e p sera encore la plus grande de toutes pour les valeurs a, S, y, • • 
des variables x,y, s, .... 

Démonstration. — En effet, supposons que l’on donne successive¬ 
ment à x toutes les valeurs possibles depuis x = — co jusqu’à x — -h-x 
et que pour chaque valeur de x on détermine les valeurs de y, z, .. 
par les équations 

/ y — Si _ x — «i 

i êg — 6 , C/.‘> — 

(') \ s ~y 1 _ ec — «1 

/ — yi «2— ai' 


on obtiendra une infinité de systèmes de valeurs de x, y, z, ... parmi 
lesquels se trouveront compris les trois systèmes 

a, 6, y, - 

a„ y„ ..., 

OC g , @2, ys, .... 

De plus, quel que soit le système que l’on considère, la différend 
entre l’erreur e p et une autre erreur quelconque e q sera un polynorm 
du premier degré en x, y, z, ... ; et, si l’on y substitue pour y, z, .. 
leurs valeurs en x déduites des équations (i), cette différence deviendr; 
simplement un polynôme en x du premier degré ou do la forme 

Ax h- R. 

Maintenant, si ce polynôme reste positif pour les valeurs a, et a 
de x, il est clair qu’il sera encore positif pour toute valeur de x corn 
prise entre a, et a 2 . Si donc l’erreur e p est supérieure à toute autre e 




QU’IL FAUT ATTRIBUER A DIVERS ÉLÉMENTS, ETC. 375 
pour les deux systèmes 

a i» ®i> ’/i, • • •, 

^2, ^2, y 2 , , 

elle sera encore supérieure à toutes les autres pour le système 

ê, y, .... 

Corollaire 1 . Si deux, trois, ..., ou un plus grand nombre 
d’erreurs e /n e, r e r , ... sont égales entre elles et les plus grandes de 
toutes : i° pour les valeurs a,, 6,, y,, ... des variables x, y, z, ...; 
2 ° pour les valeurs a a , 6,, y», ... des mêmes variables, elles jouiront 
encore de la même propriété pour les valeurs a, 6, y, ... de x, y, z , 
pourvu toutefois que ces valeurs satisfassent aux équations (i), et que a 
soit comprise entre a, et a 2 . 

En eflet, ce qu’on a-dit ei-dessus de l’erreur e p peut s’appliquer éga¬ 
lement aux erreurs e q , e r .De plus, chacune des différences 

e P —e q , 

€ p G r , 4 


devenant, en vertu des équations (i),.un polynôme en x du premier 
degré, ne peut être nulle pour les valeurs a, et a 2 de x sans être égale¬ 
ment nulle pour toute autre valeur a de la même variable. Par suite, les 
erreurs e p , e q , e r , ... restent constamment égales entre elles pour tous 
les systèmes de valeurs de x, y, z, ... qui satisfont aux équations (i). 

Corollaire II. — Si, pour la valeur a t de la variable x, on peut déter¬ 
miner les autres variables y, z, ..., de manière que l’erreur e p devienne 
la plus grande de toutes, et qu’on parvienne à remplir la même condi¬ 
tion en donnant à x la valeur a 2 ; on pourra encore y parvenir en don¬ 
nant à x une quelconque des valeurs comprises entre a, et a 2 . 

Corollaire III. — Si, pour les valeurs a, et a 2 de la variable x, on 
peut déterminer les autres variables y, z-, ..., de manière que les 
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erreurs e p , e q , e r , ... deviennent simultanément supérieures à toute 
les autres, on pourra encore remplir la même condition en donnan 
à x une quelconque des valeurs comprises entre cc t et a 2 . 

Corollaire IV. — Si l’on considère une combinaison formée di 
/erreurs e p , e q , e„ ..., et que, pour deux systèmes de valeurs diffé 
rents des variables x, y, z, ..., toutes les erreurs qui forment cctt 
combinaison deviennent égales entre elles et les plus grandes d 
toutes, on pourra, en passant de l’un à l’autre système par degré 
insensibles, obtenir une infinité de systèmes différents tous compri 
entre les deux premiers, et pour lesquels les erreurs e p , e q , e r , .. 
resteront les plus grandes de toutes. De plus, pour chacun de ce 
systèmes, les valeurs de x, y, z, ... satisferont toujours à l’équatioi 
multiple 

ep — 6q zz= e r —. . .. 

Cette équation multiple déterminera plusieurs des variables x, y 
z, ... en fonctions des autres, et le nombre de celles qui seront ains 
déterminées sera, en général, inférieur d’une unité au nombre de 
erreurs e p , e q , e r , ..., c’est-à-dire égal à 

l — i. 

Mais il pourra devenir moindre. Si l’on désigne ce nombre par k — i 
k sera ce que nous appellerons désormais Xordre de la combinaiso 
formée avec les erreurs e p , e q , e r , .... Cet ordre indiquera donc, e 
général, le nombre des erreurs renfermées dans la combinaison qu 
l’on considère; mais il peut lui devenir inférieur, sans être pourtar 
jamais nul. Il se réduirait à l’unité, si l’on avait /= x, c’est-à-dire : 
l’on se bornait à considérer une erreur isolée. 

Dans ce qui suivra, nous ne nous occuperons plus que des erreui 
qui deviennent les plus grandes de toutes, ou des combinaisons fo; 
niées d’erreurs qui jouissent simultanément de cette propriété. Comir 
pour un système quelconque de valeurs de x, y, z, ... il est nécessaii 
qu’une, ou deux, ou trois, ... ou un plus grand nombre d’erreui 
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deviennent supérieures à toutes les autres, a chaque système de valeurs 
répondra toujours une combinaison d’un certain ordre. Cela posé, il 
suit de ce qui précède que les différents systèmes qui correspondent à 
une même combinaison sont toujours réunis en un même groupe et, 
par conséquent, renfermés entre certaines limites. La détermination 
de ces limites est l’objet de la proposition suivante : 

Théorème IV. — Les systèmes de valeurs de x, y, z, ... qui corres¬ 
pondent aux combinaisons de l’ordre k ont pour limites respectives les 
systèmes qui correspondent aux combinaisons de l ’ordre k 4- i. 

Démonstration. — En effet, considérons d’abord les erreurs simples, 
en ayant seulement égard à celles qui peuvent devenir, chacune 
séparément, supérieures à toutes les autres. Comme il est nécessaire 
que chaque système de valeurs corresponde au moins à l’une de ces 
erreurs, tous les systèmes de valeurs possibles se trouveront répartis 
par groupes, si je puis ainsi m’exprimer, entre les diverses erreurs dont 
il s’agit. Dans quelques-uns de ces groupes, les valeurs des variables 
resteront toujours finies. Dans d’autres, elles pourront s’étendre à 
l’infini. De plus, comme on ne pourra sortir d’un groupe sans passer 
dans un autre, chaque groupe sera nécessairement entouré de plu¬ 
sieurs autres, qui lui seront voisins ou contigus. Cela posé, les sys¬ 
tèmes qui sont communs à deux groupes voisins et qui correspondent 
aux combinaisons du deuxième ordre seront évidemment les limites des 
erreurs qui correspondent aux erreurs simples ou aux combinaisons 
du premier ordre. Si l’on désigne sous le nom d'erreurs contiguës celles 
qui correspondent à des groupes voisins, on pourra dire encore que 
deux erreurs contiguës ont toujours pour limite commune une combi¬ 
naison du deuxième ordre. 

Les. différents systèmes qui correspondent aux combinaisons du 
deuxième ordre, comme ceux qui correspondent aux erreurs simples, 
peuvent, dans certains cas, n’admettre que des valeurs finies des 
variables, et, dans d’autres cas, plusieurs de ces systèmes pourront 
s’étendre à l’infini. Si l’on désigne sous le nom à.'erreurs et combi- 

43 
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naisons définies celles qui ne peuvent correspondre qu à des systèmes 
de valeurs finies des variables, et celles qui sont dans le cas contraire 
sous le nom d 'erreurs et combinaisons indéfinies, on reconnaîtra sans 
peine qu’une combinaison indéfinie du deuxième ordre ne peut servir 
de limite qu’à deux erreurs indéfinies. 

Considérons maintenant les diverses combinaisons du deuxième 
ordre qui servent de limites à une même erreur simple, et supposons 
que l’on parcoure les différents systèmes qui correspondent à ces com¬ 
binaisons d’une manière continue, c’est-à-dire en faisant croître ou 
diminuer les variables par degrés insensibles. Comme, dans ce cas, on 
ne pourra quitter les systèmes qui correspondent à une combinaison 
du deuxième ordre sans rencontrer ceux qui correspondent à une autre 
combinaison du deuxième ordre, on trouvera dans le passage des uns 
aux autres des systèmes intermédiaires qui leur scrviront.de limites. 
Ces systèmes intermédiaires seront ceux qui correspondent aux com¬ 
binaisons du troisième ordre. Si l’on appelle combinaisons contiguës 
du deuxième ordre celles qui correspondent à des systèmes voisins, 
on pourra dire que deux combinaisons contiguës du deuxième ordre 
ont toujours pour limite commune une combinaison du troisième 
ordre. 

En continuant de même, on ferait voir que les systèmes correspon¬ 
dant à une combinaison de l’ordre k ont toujours pour limites d’autres 
systèmes correspondant à des combinaisons de l’ordre k -+- x; ce qu’on 
peut aussi exprimer en disant qu’une combinaison de l’ordre k a tou¬ 
jours pour limites d’autres combinaisons de l’ordre k -+- 1 . De plus, ces 
limites appartiennent à la fois à la combinaison donnée et à d’autres 
combinaisons voisines ou contiguës. Enfin, une combinaison indéfinie 
de l’ordre k -t- i ne peut servir de limite qu’à des combinaisons indé¬ 
finies de l’ordre k. 

Si l’on désigne par m le nombre des variables données, rn + i- f 
sera le nombre des variables qui restent arbitraires dans les systèmes 
qui correspondent à une combinaison de l’ordre k. Par suite, il ne 
restera qu’une seule variable arbitraire dans les systèmes correspon- 
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dant. aux combinaisons de l’ordre m. Les diverses valeurs que cette 
variable pourra recevoir seront comprises entre deux limites fixes, 
dont l’une pourra s’étendre à l’infini; et chacune de ces limites, lors¬ 
qu’elle sera finie, déterminera, pour les variables x, y, s, un 
système de valeurs correspondant à une combinaison de l’ordre m- i-i. 
Ainsi toute combinaison de l’ordre m a pour limites deux combinaisons 
de l’ordre m + i, à moins qu’à l’une de ces limites les valeurs des 
variables ne deviennent infinies; et, dans ce cas, l’autre limite est 
toujours une combinaison de l’ordre m- i-i. 

Si l’on considère maintenant les combinaisons de ce dernier ordre, 
on trouvera que, clans les systèmes correspondants, il ne reste plus de 
variables arbitraires, mais que les variables y sont entièrement déter¬ 
minées. Ces combinaisons sont donc de l’ordre le plus élevé que l’on 
puisse admettre. De plus, on a fait voir que c’était parmi les systèmes 
correspondant aux combinaisons de cet ordre qu’on devait chercher 
celui qui résout la question proposée; et la méthode que nous avons 
indiquée pour la solution du problème se réduit en effet à essayer 
successivement plusieurs des combinaisons dont il s’agit. Le nombre 
de ces essais a donc pour limite le nombre des combinaisons de 
l’ordre m h- x, et il ne saurait croître plus rapidement que ce dernier 
nombre. Ainsi, pour avoir une limite du nombre d’essais que la 
méthode exige, il importe de savoir comment le nombre des combi¬ 
naisons de l’ordre m 4-1 croît avec le nombre des erreurs simples. 
Nous donnerons, à cet égard, les théorèmes suivants : 

Théorème V. — Quel que soit le nombre des éléments que l’on considère, 
le nombre des combinaisons d’ordre impair surpassera toujours d’une 
unité le nombre des combinaisons d’ordre pair. 

(On suppose toujours que l’on ait seulement égard aux combinai¬ 
sons formées d’erreurs qui puissent devenir simultanément les plus 
grandes de toutes.) 

Démonstration . — Il suit du théorème précédent : x" que les erreurs 
simples, comparées entre elles deux à deux, ont pour limites respec- 



380 


MÉMOIRE SUR LE SYSTÈME DE VALEURS 

tives les combinaisons du deuxième ordre; 2 0 que les combinaison; 
du deuxième ordre qui servent de limites à une même erreur, étan 
comparées deux à deux, ont pour limites respectives des combinaison 
du troisième ordre, etc. On trouvera de même que les combinaison 
du troisième ordre qui servent de limites à une même combinaison dt 
deuxième ordre, étant comparées entre elles deux à deux, ont pou 
limites respectives des combinaisons du quatrième ordre, etc.; et, s 
l’on désigne toujours par m le nombre des éléments variables, 01 
verra encore que les combinaisons de l’ordre m qui servent de limite; 
à une même combinaison de l’ordre m~ 1 ont pour limites respec 
tives des combinaisons de l’ordre m- 1-1. Enfin chaque combinaisoi 
de l’ordre m aura pour limites deux combinaisons de l’ordre m + 1, i 
moins que l’une de ces limites ne s’éloigne vers l’infini. Si donc on aug 
mente d’une unité le nombre total des combinaisons de l’ordre m -+- t 
pour tenir lieu des limites qui divergent vers l’infini, on se. trouver; 
placé dans des circonstances tout à faijt semblables à celles qui auraien 
lieu, si l’on n’avait à considérer que des erreurs et des combinaison 
définies. 

Cela posé, désignons respectivement par 

M, le nombre des erreurs simples ou combinaisons du premier ordre 
M, le nombre des combinaisons du deuxième ordre, 

.*.* • • > 

M,„ le nombre des combinaisons du 7w kme ordre, 

M„ i+ , le nombre des combinaisons du (m -1- i) u ‘‘ ne ordre. 

M m+I H-1 sera ce dernier nombre augmenté de l’unité; et, pou 
démontrer le théorème ci-dessus énoncé, il suffira de faire voir qu 
l’on a 

( 1 ) M, -t- M3 -4-... 4- M,„ — M s -4- M4 4-... 4 - (M„ 1+1 -t- 1 ), 

si m est un nombre impair, et 

(2) M1 + M3-K . .H- (M,„ +1 4 - I) rr: M,-t- M 4 4- . . . 4- (M„ t 4- 2 ), 
si m est un nombre pair. 
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Os deux équations sont, comprises dans la suivante 
« :> ) M, — M* 4~ M a -... ± M rp M whm = ,, 

dont il tant prouver l'exactitude. 

J observe d abord que, si le théorème renfermé dans cette équation 
est vrai, quel que soit, w, relativeinent au nombre total des erreurs 
que 1 on considère et de leurs combinaisons respectives, il subsistera 
encore entre les combinaisons du deuxième ordre ou d’un ordre plus 
eleve, qui appartiennent a une meme erreur indéfinie. Ainsi, par 
exemple, si l’on désigne par 

i> , i> s> P i> 

h's combinaisons <l( i s divers ordres dans lesquelles entre Terreur indé- 
fini<* Cp, on aura 

(1) I’, - IVl- l' ) -...:rl , »±i , M+ i=i. 

Ou voi( ni elfet, par ce <jui a été dit plus haut, que les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les quantités P;,, P ;i , P,„, P 7 „ +1 sont 
entièrement semblables à celles auxquelles sont assujetties les quan¬ 
tités M,, i\L, Si donc ces conditions suffisent pour établir, 

relativement à la dernière espèee de quantités, le théorème proposé, 
elles suffiront aussi pour l’établir relativement à la première. 

Si Terreur c,„ au lien d’ètre une erreur indéfinie, était une erreur 
définit', il faudrait, en vertu de la remarque, faite ci-dessus, diminuer 
d'n ne unité b' nombre des combinaisons de Tordre le plus élevé et, 
pat suite, l’équation ( j) deviendrait 

(■)) P., " 1 * a H— I ” l’m- 1 - (l*,» H l) = I , 

équation dans laquelle on doit admettre le signe supérieur, si m est 
un nombre impair, et le signe inférieur dans le cas contraire. 

Il est. encore bon de remarquer que le théorème renfermé dans 
l’équation (3) n’est qu’un cas particulier d’un autre théorème plus 
général, dont voici l’énoncé : 

Supposons (pie parmi les erreurs données on en choisisse plusieurs e p , 
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e e. r , toutes contiguës les unes aux autres, et désignons respective- 
ment par 

N„ N s , N 3 , N /n , N m+1 

les nombres de ces mêmes erreurs et des combinaisons qui les renferment , 
en ayant soin toutefois d’augmenter le nombre des combinaisons de 
l’ordre m •+* i d’une unité; si\ parmi les erreurs e p , e v e ri ... il s’en 
trouve quelques-unes d’indéfinies , on aura toujours 

( 6 ) Nj — N 2 -+-N 3 —... zz N m np N m _i_i — mp 1 ; 

le signe supérieur devant être admis lorsque m sera un nombre impair , 
et le signe inférieur lorsque m sera un nombre pair. 

Pour déduire l’équation (3) de l’équation (6), il suffira de supposer 
que la série des erreurs e pf e q9 e r , ... renferme toutes les erreurs définies 
et indéfinies, à l’exception d’une seule. On a en effet, dans cette hypo¬ 
thèse, 

Nj ” — 1 , N2 — M 2 , N3 ~ Ms, • • • > N m = M, w , N1 -— M w _j_i ■+• 1 { 

et ces valeurs, substituées dans l’équation (6), reproduisent l’équa¬ 
tion (3). 

Si l’équation (6) était une fois démontrée, en lui appliquant les 
raisonnements qui ont servi à déduire l’équation ( 4 ) de l’équation (3), 
on obtiendrait le théorème suivant : 

Soit e p une erreur quelconque . Soient e q , e r , e s , ... plusieurs autres 
erreurs définies ou indéfinies , contiguës entre elles et à l’erreur e s , et 
désignons par 

P$y P 3? • • •> P nn jp/«-+-l 

les nombres de combinaisons des divers ordres où entrent , avec l’erreur e p , 
une ou plusieurs des erreurs e q , e r% e s , .... en ayant soin toutefois d’aug¬ 
menter le dernier nombre d’une unité , si quelques-unes des combinaisons 
que l’on considère sont indéfinies; on aura 

Pi — P% -H lh — •. * q= Pm ± p m +i = ± 1 , 


( 7 ) 
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le signe supérieur devant prévaloir si m est un nombre impair, et le signe 
inférieur dans le cas contraire. 

Il est facile de reconnaître que cette dernière équation renferme les 
équations ( 4 ) et ( 5 ), tout comme l’équation (6) renferme l’équa¬ 
tion ( 3 ). 

Le théorème renfermé dans l’équation ( 4 ), et tous les autres théo¬ 
rèmes rapportés ci-dessus, reposent uniquement, comme on vient de le 
voir, sur celui que renferme l’équation (6). Il suffira donc de démontrer 
ce dernier pour établir tous les autres. 

Cela posé, concevons d’abord que le théorème renfermé dans l’équa¬ 
tion (6) ait été démontré pour un nombre d’éléments inférieur d’une 
unité à celui que l’on considère, ou égal à m — r. Los équations ( 4 ), 
( 5 ) et (7) se trouveront, par là même, suffisamment établies; et, par 
suite, si l’on désigne par e p une erreur définie quelconque, et par 

R 2> 1*3? • • • » R/ttï P/B+l, 

les nombres de combinaisons des divers ordres qui renferment cette 
même erreur, on aura 

(5) P 2 — Pj+P*-.. .q=P,„± (P,„+i— 1 ) = 1 . 

Soit maintenant e q une autre erreur définie, contiguë à l’erreur e p \ 
désignons par 

O2? Os» Q*j • • • » Q m , Q/m-m 


les nombres de combinaisons des divers ordres qui renferment 
l’erreur e q , et par 

Qî QU Q:i QU •••> Qm Qm> Qm-1-1 Q,„+i 

les nombres de celles qui renferment l’erreur e q avec l’erreur e p ; 

QU QU .... QU> QU +1 

seront les nombres de celles qui renferment l’erreur e q sans l’erreur e p . 
On aura d’ailleurs, en vertu de l’équation ( 5 ), 

Qî— Q 3 -h... +Q m ±(Q m +r -0 = ', 
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et, en vertu de l’équation (7), 

(Qs— Q2) — ( O3— Q'J -H • • • ± (Q,h-m — Q'm+i) — ± 1 ■ 

Si l’on retranche ces deux équations l’une de l’autre, on trouvera 

(8) Qo— Q3+ Qi — • • Q«— Qm+i — >• 

Considérons encore une troisième erreur définie e r contiguë à l’une 
des deux premières, ou à toutes les deux ensemble. Désignons par 

Rs, R3, * • •, R 

les nombres de combinaisons des divers ordres où entre l’erreur e,., 
et par 

R93 R35 * ■ • ? R//*? R/w+i 

les nombres de combinaisons où elle entre sans aucune des erreurs e p , 
e q \ on aura, en vertu des équations ( 5 ) et (7), 

R s R3 H - • • • —H R/h ™ ( R-wi-t-i : 1 ) — ; * > 

(R 2 — R,) — (R 3 — R'â) +... qr (R,„— RJ, ) ± ( li m+l - IC +1 ) = ± ,, 

et, par suite, 

( 9 ) it;-B;+R;~...xR: + r; 1+ , =.. 

En continuant de même, et considérant successivement plusieurs 
erreurs définies e p , e q , e r> e s , ..., on obtiendra une suite d’équations 
semblables aux équations (8) et (9). D’ailleurs, si l’on désigne par N 
le nombre des erreurs e p , e q , e,, ..., et par 

N»? 1^3> • • • 5 N,„, N m+1 

les nombres de combinaisons des divers ordres qui renferment ces 
mêmes erreurs, on aura évidemment 


N, 

= I 

4- 1 

4- I 

4“. . . , 

N, 

= P, 

-hQj 

-+■ R 2 

H-. . •, 

n 3 

= P. 

4- Qa 

+ r; 

4“ • • • ? 

N* 

= P» 

4“ Q/« 

+ r:„ 

. 5 

4”• • • > 

N/n-H 

= P «W. 

4“ Qm+i 

4- Rm +1 

-H- 
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Lola pose, si l’on ajoute entre elles les équations ( 5 ), (8), (q), ... ou 

i\ — l's H-Ps. —-+P* ± (P„ l+1 — i) = j, 

Oi— Qa + Qi— ...qrQ' m ± Q' m+t = i, 
il; — R" s -i- r; —... qz r;, ± R; i+1 


on aura l’équation (G), savoir 

N s —Na-t-Nj —.. .qr N,„± (N m+I - i) = N„ 

ou, ee qui revient au même, 

N, ■- N 2 h- N s — .. .± N,„rp N,„ +1 z=q= r. 

Si, parmi les erreurs e p , e, r ... que, nous avons supposées toutes 
définies, quelques-unes devenaient indéfinies, il suffirait, pour avoir 
égard à cette circonstance, d’augmenter, dans l’équation précédente, 
la valeur de N„,d’une unité. 

Il résulte des calculs précédents que si l’équation (6) est vraie pour 
un nombre de variables égal à m — i, elle sera encore vraie pour un 
nombre de variables égal à rn. D’ailleurs, si le nombre de variables se 
réduit à l’unité, (iliaque erreur aura pour limites deux combinaisons 
du deuxième ordre; et chaque combinaison du deuxième ordre sera 
une limite commune à deux erreurs contiguës. Alors, si l’on consi¬ 
dère plusieurs erreurs définies et contiguës en nombre égal à N,, et 
que N 2 soit le nombre des combinaisons du deuxième ordre où elles se 
trouvent, comprises, on aura évidemment 

N s = N,-h i. 

Car, toutes les erreurs dont, il s’agit se trouvant alors renfermées entre 
deux limites déterminées, si l’on fait croître la variable unique de¬ 
puis la première limite jusqu’à la seconde, les diverses valeurs de 
cette variable, correspondront successivement : i u à la combinaison du 
deuxième ordre qui forme la première limite; 2° à une des erreurs 
que l’on considère; 3" à une nouvelle combinaison du deuxième 

OP.uvrn de C. — S. II, t. I. ^9 
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ordre; 4° à une autre erreur, etc.; enfin, à la combinaison du deuxième 
ordre qui forme la dernière limite. Mais comme, avant d'arriver à cette 
dernière combinaison, on aura rencontré alternativement des combi¬ 
naisons et des erreurs, il en résulte que Je nombre des combinaisons 
surpassera d’une unité celui des erreurs que l’on considère. On aura 
donc 

N,= N t 1 ou N, — N, = — i. 

L’équation (6), étant ainsi vérifiée pour le cas d’une variable, sera 
vraie, en vertu de ce qui précède, pour le cas de deux variables et, par 
suite, pour le cas de trois, de quatre, etc.., et, en général, d’un nombre 
quelconque de variables. 

L’équation (6) étant vraie, l’équation ( 3 ) le sera également, puisque, 
pour l’obtenir, il suffira de supposer dans l’équation (6) le nombre 
des erreurs e p , e g , e r , ... égal au nombre total des erreurs définies et 
indéfinies diminué d’une unité. 

* 

Scholie. — Nous avons déjà remarqué l’interprétation géométrique 
que pouvait recevoir le théorème ( 3 ) dans le cas où l’on considère 
une, deux, ou trois variables. On peut aussi présenter ce théorème, 
sous une forme à la fois simple et analytique, quel que soit le nombre 
des variables, en l’énonçant comme il suit. 

Supposons qu’ayant combiné entre eux, de diverses manières, un à 
un, deux à deux, trois à trois, ..., m à m les indices 

i, 2 , 3, • • •, Mi, 

on forme de ces combinaisons plusieurs séries en nombre égal à m. 
Soient respectivement 


[1] 

I, 

2, 

3 , 

•••, M„ 

[2] 

a ïy 

a*>, 

«3, 

• • * 9 

[3] 

b u 

b%. 

&2» 

• • • ? 




ces mêmes séries, que nous indiquerons respectivement par les nu¬ 
méros [1 ], [ 2 ], [ 3 ], ..., [m — 1], [m], et dont chaque terme repré- 
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sente une des combinaisons dont il s’agit. Supposons, de plus, que, 
la première série étant uniquement composée des indices eux-mêmes, 
chaque terme de la deuxième soit formé par la réunion de deux indices, 
et que les termes de l’une quelconque des autres séries comprennent 
chacun les indices renfermés dans deux ou plusieurs termes de la 
série précédente, de manière qu’on finisse toujours par épuiser les 
termes d’une série, en écrivant successivement à côté les uns des 
autres ceux auxquels un ou plusieurs termes de la série précédente 1 
appartiennent en commun. Supposons ensuite que l’on supprime, dans 

les séries [2], [ 3 ]. \m\ : i u tous les termes qui ne renferment pas 

l’indice a; 2° l’indice a et tous ceux qui ne se trouvent pas avec, 
l’indice a dans un des termes de la série [2j; et qu’après les suppres¬ 
sions dont il s’agit, les séries [2], [ 3 J, [ 4 ], ..., \ni\ remplissent les 
mêmes conditions auxquelles satisfaisaient précédemment les séries 
[l], [ 2 ], [ 3 ], ..., [m — IJ. Supposons encore que l’on supprime de 
nouveau, dans les séries [ 3 J, [ 4 ], ..., \m\ : t° tous les termes qui ne 
renferment pas l’indice S; 2° l’indice 6 J et tous ceux qui ne se trouvent 
pas avec l’indice 6 dans un des termes de la série [ 3 J; et qu’après ces 
nouvelles suppressions, les sériés [ 3 ], [ 4 ], ..., [/rc] remplissent les con¬ 
ditions auxquelles satisfaisaient en premier lieu les séries [1], [2 j,..., 
[m —2 ]; enfin que l’on ait opéré, avec le même succès, plusieurs 
suppressions consécutives semblables aux précédentes, de manière à 
ne conserver que les séries [m —■ I] et [m], réduites, la première, à 
une série d’indices isolés, et la deuxième, à des combinaisons de ces 
mêmes indices considérés deux à deux; et concevons que, dans cette 
hypothèse, chaque indice de la série \m— I] reparaisse dans deux 
termes différents de la série [m]. Si les suppressions ci-dessus indi¬ 
quées réussissent également quels que soient les indices a, 6, ..., et 
quel que soit l’ordre établi entre ces mêmes indices, alors, en dési¬ 
gnant par 

Mj, M s , M 3 , ..., M,„_„ M,„ 

les nombres des termes des séries 

[1], [2], [3], ..., [m-1],-[ml, 
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on aura 

(io) Mi — Mj -H M s —... — M m _, + (M,„— i) = i, 

le signe supérieur devant être admis, si m est pair, et le signe infé¬ 
rieur, si m est un nombre impair. Nous avons ici diminué M,„ d’une 
unité, parce que le cas que nous considérons répond à celui où toutes 
les erreurs seraient définies. 


Exemple. — Considérons les trois séries de combinaison 


S 


[ 1 ] 

[ 2 ] 

[ 3 ] 


i, 2, 3, 4, 5, 6, 

(1,2), (.,3), (2,3), (4,5), (4,6), (5,6), (1,4), (2,5), (3,6), 

(1,2,3), (4,5,6), (1,4,2,5), (2,5,3,6), (i ,4,3,6). 


11 est facile de voir que ces trois séries satisfont aux conditions exi¬ 
gées. Car : i° Les termes de la deuxième résultent des combinaisons 
deux à deux des termes de la première, et chaque terme de la troisième 
renferme les indices compris dans deux termes de la deuxième. 2° Si, 
dans les séries [ 2 ] et [ 3 ], on supprime tous les termes qui ne ren¬ 
ferment pas l’indice i, et que, dansées autres termes, on conserve 
seulement les indices 2, 3 et 4 qui sont renfermés, avec l’indice 1,' 
dans le premier, le deuxième et le septième terme de la série [ 2 J; les 
séries [2] et [ 3 J deviendront 

m 2, 3, 4, 

[3] (2,3), (2,4), (3,4). 


Par suite, la série [ 2 ] ne sera plus formée que d’indices isolés; la 
série [ 3 ], que des combinaisons deux à deux de ces mêmes indices; et, 
de plus, chaque terme de la série [2] sera compris dans deux termes 
différents de la série [ 3 ]. 3 ° Il est facile de s’assurer qu’on obtiendra 
des résultats semblables si, au lieu de supprimer les termes qui ne 
renferment pas l’indice x, on supprime ceux qui ne renferment pas 
l’un quelconque des autres indices 2, 3 , 4 , •••• 4 ° Enfin, avant ou après 
les suppressions, on peut épuiser tous les termes de h série [3], en 
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écrivant à la suite les uns des autres ceux auxquels appartiennent en 
commun un ou plusieurs termes de la série [ 2 J; et les termes de Ja 
deuxième série jouissent encore de la même propriété relativement à 
ceux de la première. Cela posé, comme les nombres de termes des séries 

[1b [2], [3] 

sont respectivement 

6, 9, 5 , 

on doit avoir, en vertu de l’équation (io), 

6 — 9 -(- (5 — i) = i, 

ce qui est exact. 

Théorème VI. — Si l’on désigne par m le nombre des éléments variables , 
chaque erreur définie se trouvera comprise au moins dans m -t- i combi¬ 
naisons de l’ordre m-\-i. 

Démonstration. — i° Si l’on ne considère d’abord qu’un seul élé¬ 
ment, chaque erreur définie aura pour limites deux combinaisons du 
deuxième ordre, ce qui vérifie le théorème énoncé. 

‘i° Supposons que l’on considère deux éléments; et soit e p une 
erreur définie quelconque. Soit (e p , e q ) une des combinaisons du 
deuxième ordre qui lui servent de limites. Cette combinaison du 
deuxième ordre aura elle-même pour limites deux combinaisons du 
troisième ordre, que nous désignerons par 

(Cp, e, ; , <?,.), (Cp, e q , e s ). 

Soient a,, S, ; a,, 6, les valeurs des deux variables données x, y, qui 
satisfont aux deux équations doubles 

Cp — Cq — € V ) 6p — Cq — C s ÿ 

l’équation e p — e q sera équivalente à celle-ci 

x — cc { _ y — S { * 

ot 2 — oc t ê 2 — £>t 3 
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et, si. l’on donne aux variables x et y des valeurs qui satisfassent à cett 
équation, x étant compris entre a, et a 2 , les deux erreurs e p , e q devien 
dront simultanément les plus grandes de toutes. Maintenant, si, ai 
lieu de supposer e p =e q , on suppose 

e p ~ e q -t- ô ? 

o étant une quantité positive très petite, et que l’on conçoive toujour 
les valeurs de x et de y comprises entre celles que déterminent le 
équations doubles 

ee q o — e r > e p ~ e q -\- o — e iS .; 

il est clair que l’erreur e p restera supérieure à toutes les autres, e 
qu’elle surpassera même l’erreur e q conjointement avec l’erreur e r , t 
l’on suppose 

@p "l " 1 O ('l'y 

et, conjointement avec l’erreur e„ si l’on suppose 

6 p 1ZZ Qq O — & S m 

Si, maintenant, on fait croître o, en supposant toujours e p = e q -h& = e : 
les erreurs e p , e r continueront à être conjointement les plus grandes d 
toutes, jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur e t ou bien l’erreur e s élit 
même finisse par les égaler toutes deux pour un même système d 
valeurs de x et de y; et c’est ce qui arrivera toujours nécessairemcn 
puisque, l’erreur e p étant supposée définie, o ne peut croître indéfin 
ment sans que l’erreur e p cesse d’être la plus grande. On obtiendi 
donc, par ce moyen, une nouvelle combinaison du troisième ordr< 
savoir (e p , e q , e t ), ( [e e pouvant être égal à e s ), qui renfermera l’erreur e / 
et, par suite, les trois combinaisons du troisième ordre 

( e /)! e qi e r)> { e p> e q> e s)> (®P5 e q> ^l) 

renfermeront l’erreur définie e p , ce qui vérifie le théorème énoncé. 
3 ° Supposons que l’on considère trois éléments. Soient e p une crrci 
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définie quelconque et (e p , e q ) une des combinaisons du deuxième ordre 
qui renferment cette erreur. Comme l’équation e p = e q ne laisse que 
deux variables arbitraires, on prouvera, comme dans le cas précédent, 
•que la combinaison du deuxième.ordre dont il s’agit appartient à trois 
combinaisons du quatrième ordre. Soient respectivement 

e r/t £;•> e s)> ( e pi e qi e st e i), (<?p, Sq, e r , e t ) 

ces trois dernières combinaisons. Si l’on donne aux trois variables x, 
y, .= des valeurs qui satisfassent à l’équation 

et qui soient comprises entre les limites déterminées par les trois 
équations multiples 

CP C ( f H- C r -~ Cjt, 6 p (iq~— &S QqZH Q V ZH 

c'est-à-dire des valeurs pour lesquelles on ait 

(*pZZl 6q^> € r , 6 S9 Ci ; r 

les erreurs e p , e q deviendront simultanément les plus grandes de toutes. 

Maintenant, si, au lieu de. supposer e p — e q , on suppose e p = e y -t- o. 
o étant une quantité positive très petite, et que l’on donne k æ, y, s 
des valeurs comprises entre celles que déterminent les trois équations 
multiples 

e n nz <> q 4- ô e r ~ e s , e p zn e q 4~ o ~ e s zzn e t , e p zh e q 4- ô — e r zh 

il est clair que l’erreur e. p restera supérieure aux autres, et qu’elle sur¬ 
passera l’erreur e q conjointement avec les erreurs e r , e s , si l’on suppose 

e p zzz Cq 4- o — e r zzzz e s . 

Si maintenant on fait croître 8, en supposant toujours 

CpHZ Cq-\- $ HZ e r ZZH e s , 

les erreurs e p , e r , e s continueront à être conjointement les plus grandes 
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et, si l’on donne aux variables x et y des valeurs qui satisfassent à c< 
équation, x étant compris entre a, et a 2 , les deux erreurs e p , e. q devi 
dront simultanément les plus grandes de toutes. Maintenant, si, 
lieu de supposer e p =e q , on suppose 

ep HZ 6q -j- O, 

o étant une quantité positive très petite, et que l’on conçoive toujo 
les valeurs de x et de y comprises entre celles que déterminent 
équations doubles 

€g o = e r , e p h Cq H- o — e s ; 

il est clair que l’erreur e p restera supérieure à toutes les autres, 
qu’elle surpassera même l’erreur e q conjointement avec l’erreur e r 
l’on suppose 

B p Cq 0 B /-y 

et, conjointement avec l’erreur e s , si l’on suppose 

e p —e q +o = e s . 

Si, maintenant, on fait croître o, en supposant toujours e / ,= e ? -f-S = 
les erreurs e p , e r continueront à être conjointement les plus grandes 
toutes, jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur e t ou bien l’erreur e s e 
même finisse par les égaler toutes deux pour un même système 
valeurs de x et de y; et c’est ce qui arrivera toujours nécessairenu 
puisque, l’erreur e p étant supposée définie, o ne peut croître indéf 
ment sans que l’erreur e p cesse d’être la plus grande. On obticn 
donc, par ce moyen, une nouvelle combinaison du troisième orc 
savoir (e p , e q , e c ), (e t pouvant être égal à e s ), qui renfermera l’erreur 
et, par suite, les trois combinaisons du troisième ordre 

£/■), ( Çp, Gq <?$), (#/>, Cqi ”t) 

renfermeront l’erreur définie e p , ce qui vérifie le théorème énoncé 
3 ° Supposons que l’on considère trois éléments. Soient^ une en 
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définie quelconque et (e p , e q ) une des combinaisons du deuxième ordre 
qui renferment cette erreur. Comme l’équation e p =e q ne laisse que 
deux variables arbitraires, on prouvera, comme dans le cas précédent, 
'que la combinaison du deuxième.ordrc dont il s’agit appartient à trois 
combinaisons du quatrième ordre. Soient respectivement 

( e /», e ' - ’ e s)> i e pi e qi e s> e t), {e p , e q , e r , e t ) 

ces trois dernières combinaisons. Si l’on donne aux trois variables x, 
y, z des valeurs qui satisfassent à l’équation 

6p “ e ( y 1 

et qui soient comprises entre, les limites déterminées par les trois 
équations multiples 

Cp~- e. s -, c p — dq — c s — e e p — eq ~ e v ” 

c’est-à-dire des valeurs pour lesquelles on ait 

epZTz €q^> e r , e sy Ci, , 

les erreurs e jn e q deviendront simultanément les plus grandes de toutes. 

Maintenant, si, au lieu de supposer e p — e q , on suppose e p = e q -h o. 
o étant une quantité positive, très petite, et. que l’on donne à x, y, s 
des valeurs comprises entre celles que. déterminent les trois équations 
multiples 

G p - G q -O Gy - Cg, G p~~ a q -f- O “ ■ Gg - G i , Cp - G q H O — Gy - éf;, 

il est clair que l’erreur e p restera supérieure aux autres, et qu’elle sur¬ 
passera l’erreur e q conjointement avec les erreurs e r , e s , si l’on suppose 

Gp — G q + O = Gy = e s . 

Si maintenant on fait croître o, en supposant toujours 

G p ('■ q “f" G “ Gy - : G g , 

les erreurs e p , e r , e s continueront à être conjointement les plus grandes 
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de toutes, jusqu’à ce que l’erreur e t ou une nouvelle erreur e u par* 
vienne à les égaler; ce qui finira nécessairement par arriver, puisque 
l’erreur e p est supposée définie. Alors, on obtiendra une quatrième 
combinaison du quatrième ordre, qui renfermera l’erreur e p , ce qui 
vérifiera le théorème énoncé. 

En raisonnant de la même manière, on finira par démontrer le théo¬ 
rème, quel que soit le nombre, des éléments que l’on considère. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les combinaisons 
du deuxième ordre l'enfermaient seulement deux erreurs, celles du 
troisième ordre, trois erreurs, etc. Mais il est aisé de voir que les 
mêmes conclusions subsisteraient, si le nombre des erreurs d’une 
ou plusieurs combinaisons devenait supérieur à leur ordre. 


Théorème VII. — Soient e p , e q , e r , ... plusieurs erreurs, définies ou 
indéfinies, comprises dans une même combinaison de l’ordre w + i, 
chacune d’elles pouvant devenir séparément la plus 'grande de toutes. 
Soit, de plus, e u une erreur fictive qui soit égale aux erreurs e p , e q , e r , 
lorsque celles-ci deviennent égales entre elles, c’est-à-dire pour le système 
de valeurs de x, y, s, ... qui correspond à la combinaison que l’on consi¬ 
dère. Si Verreur fictive e u devient supérieure à toutes les autres pour des 
systèmes de valeurs qui rendaient précédemment l’erreur e p la plus grande 
de toutes, la différence e a — e p sera nécessairement positive pour quelques- 
uns des systèmes de valeurs qui correspondent à celles des combinaisons 
de l’ordrem où les erreurs e q , e r ,... entrent conjointement avec l’erreure p . 

Démonstration. — En effet, les systèmes qui correspondaient à 
l’erreur e p , c’est-à-dire ceux pour lesquels l’erreur e p devenait supé¬ 
rieure à toutes les autres, se trouveront maintenant séparés en deux 
groupes au plus. Pour l’un de ces groupes, on aura 


et, pour l’autre, 


c P >e u 


Chacun de ces groupes aura pour limites des systèmes correspondant 
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à des combinaisons du deuxième ordre, ceux-ci des systèmes corres¬ 
pondant à des combinaisons du troisième ordre, et ainsi de suite 
jusqu’à ce qu’enfin l’on arrive à des combinaisons de l’ordre m, qui 
auront elles-mêmes pour limites la combinaison de l’ordre m- 1- i que 
l’on considère. La différence e u — e p sera donc positive pour quelques- 
uns des systèmes qui correspondent à celles des combinaisons de 
l’ordre m où se trouvent comprises les erreurs e q , e r , ... avec l’erreur e p . 

Si les deux groupes dont nous avons parlé se réunissaient en un 
seul, on aurait, pour ce dernier groupe, e u f> e p , et les conclusions 
précédentes auraient lieu a fortiori. 

Théorème VIII. — Soit e p une erreur qui devienne, pour certains sys¬ 
tèmes de valeurs, supérieure à toutes les autres. Soit de plus 

(e p, e q , ce s , ■..) 

une des combinaisons de l’ordre m h- i qui renferme l'erreur e p . On 
pourra toujours concevoir une erreur fictive e u qui devienne égale à cha¬ 
cune des erreurs e p , e q , e r , e s , ... pour le système de valeurs qui correspond 
à la combinaison précédente, et qui soit inférieure à e p pour tout autre 
système correspondant à cette, dernière erreur. 

Démonstration. — Ce théorème paraît vrai et général. Mais il suffira, 
pour notre objet, de le démontrer dans le cas où le nombre des combi¬ 
naisons de l’ordre m, qui renferment l’erreur e p , et qui ont pour limite 
la combinaison donnée de l’ordre m -+- r, ne surpasse pas ni. 

Cela posé, désignons par a, ë, y, .. . le système de valeurs de x, y, 
-, ... qui correspond à la combinaison de l’ordre m + i 

(.Cp, Gq, G,., G s , . . .). 

Soient de plus 

e p = ct F + b p x - f- c p y -+- d p z -+-..., 

Gq z=a q -+- b q x -h c q y -+- d q z •+-..., 
e,. = a r -h b,.x -+- c,.y -+- d,. z -t-..., 


do 


Qfiuvres de C. — S. II. t. I. 
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Faisons de même 

c [t zz cifi H - b [L x ~f- c„y -f- d u z • • • î 

a,„ b u , c u , d u , ... étant des coefficients indéterminés. Enfin désignor 
par A la valeur commune des erreurs e p , e q , e ,., ... qui correspond a 
système de valeurs a, 6, y, .... Puisqu’on suppose, dans ce cai 
l’erreur e n égale aux autres, on aura 

ci fi b lt ci -j— Cu S -f- du y H-. . . " À. 

Cette équation servira à déterminer 'a u , lorsqu’on connaîtra b, n c 

d a , _Il reste à déterminer ces derniers coefficients de manière qiv 

pour tout système correspondant à l’erreur e p et différent de a, ê, y,.. 
la différence e p — e„ soit positive. 

Faisons, pour plus de commodité, 

x = a-j-x', y — - = y-*-S 1 , - 

On aura, dans ce cas, 

iip — A —b p x r —H c p "y 1 H - cl- p V —i—..., 

dq ZZZ A “H b q X 1 -f- Cq}-' -H tlq Z 1 . . . , 

& r czz A H— bfX 1 -f— c,.y' ci r V-+-.. ., 


du — A -h b,ix' h- c u y ! -+- cl u z' . 

Si l’on égale entre elles les valeurs précédentes de celles des erreurs* 
e r , e s , ... qui entrent avec e p dans une même combinaison de l’ordre? 
on aura une équation multiple, et cette équation multiple détermine 
les rapports 

y, 4 

x' x‘ 

qui conviennent à tous les systèmes correspondant à celte combinaiso 
Soient k, l, ... ces mêmes rapports. Si l’on suppose que les errer 
comprises dans les combinaisons dont il s’agit deviennent supérieui 
à toutes les autres pour des valeurs positives de x' = x — a, la valc 



QU’IL FAUT ATTRIBUER A DIVERS ÉLÉMENTS, ETC. 395 

commune de ccs diverses erreurs, correspondant à une valeur quel¬ 
conque de a?', sera de la forme 


A H“ 

pourvu que l’on suppose 

(i) R - c p k -t- dpi — b q -{- c q k 4 - cl q c r k -+■ d r L 

et, comme dans le cas contraire on doit avoir 


« n < <■'/> — A -h II œ', 

il faudra supposer 

b a H- c u k h- cl,, l -i- . . . <; B . 

Si donc l’on désigne par B une quantité très petite, que l’on pourra 
d’ailleurs choisir à volonté, et que l’on fasse 


B(i — ô) — B', 

on pourra supposer 

( ’-O k u -1— C n k H- d u L -H . - . n: B'. 

''Cette première équation établira entre les inconnues b a , c u , d„, ... une 
relation en vertu de laquelle la différence e p — e u restera positive poul¬ 
ies systèmes de valeurs correspondant à l’une des combinaisons de 
l’ordre rn qui renferment l’erreur e p , et qui ont pour limite la combi¬ 
naison donnée de l’ordre m + i. 

Supposons maintenant que le nombre des combinaisons de cette 
espèce ne surpasse pas on pourra former autant d’équations pareilles 
à l’équation (2) qu’il y aura de semblables combinaisons, et déterminer 
les valeurs des inconnues b u , c u , d u ,... de manière que toutes ccs équa¬ 
tions soient satisfaites. Alors on sera assuré que la différence e p — e u 
reste positive pour tous les systèmes de valeurs correspondant aux 
combinaisons dont il s’agit. Par suite, cette différence sera positive 
pour tous les systèmes de valeurs qui correspondaient à l’erreur e p . 
Car, si, pour quelques-uns d’entre eux, elle devenait négative, elle 
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le serait encore, en vertu du théorème VII, pour quelques-uns dos 
systèmes correspondant aux combinaisons de l’ordre m que l’on 
considère. 


Corollaire I. — On pourra toujours déterminer les coefficients do 
l’erreur fictive e u de manière que cette erreur soit inférieure à e p pour 
tous les systèmes de valeurs qui rendent l’erreur e ]t supérieure aux 
autres, excepté toutefois celui qui rend les erreurs e p , e q , ... égales 
entre elles, et pour lequel on aura encore e u ~e p . De.[dus, puisque, 
pour des valeurs données des variables x, y, z, ..., la différence 


& P & U 

dépendra de la différence B-B'=:Bo et de toutes les différences 
semblables qui peuvent devenir chacune aussi petite qu’on le jugera 
convenable, et que les coefficients de e p — e„, savoir 

b P b ui Cp c Uf dp d lt) ... 

sont, ainsi qu’on peut le conclure des équations (r) et (2), du même 
ordre que ces différences; on voit que la différence 


e P — e u 

pourra elle-même devenir moindre que toute quantité donnée. 


Corollaire II. 
on ait 


— Considérons un système de valeurs pour lequel 

& p ? 


on pourra toujours déterminer les coefficients de e„ do manière que la 
différence 


e P ~ e„ 

soit inférieure (abstraction faite du signe) à 

e n~~ e p 

et, par suite, de manière que soit inférieur à Ainsi l’on pourra 



Ol H, FUT \TTIiIin K!t V IHVRItS ÉLÉMENTS, ETC. ,‘W7 
l'tujiturs l'air.- .-h ,ju.- IViwurc, nu duvionne jamais la plus grande 

.1.- n- n'.-sl pour l<- svstoinu du valeurs qui uorruspond à la 

.•..utl.iiiaisua du l'ordre m \ i qnu l’un uonsidùru, el pour lu<[uul on 
aura à la luis 

*> 'V 'V ••• <•„. 

( nrulhtirr lli. |, erreur <•„ ûlaul délerminée uonuiK 1 on vionl du le 
.lire, lu- ditli-runuu-. 


* V * n * * >t *'n » (, t‘ i * * * 

toutes riales â /ero pour le svsteme de valeurs 

a a y, ... 

tjiü eurreqioitd a la eombinaison que Ton eonsidere. Mais, pour (oui 
aîiln* une ou plusieurs do ees didérenees deviendront posi- 

Iiaa, et si Fou augmente indéfiniment la valeur de a* a, en laissa»! 
toujours lus memes \aleur> aux rapports 

r 

,r 

erlfe des diflèreuees 

f V 

qui sornu! poMtives, Uniront par devenir plus grandes <juo (ouïe quan¬ 
tité donner. 

(httfiftiùr t\\ I/erreur r ft ôtant toujours déterminée do la mémo 
manière, soif r % une seennde erreur lietive, et faisons 

A t' H OA 

£ étant une quantité très petite, mais arbitraire. Alors, pour le système' 
«le valeurs f#, y, ... et pour les s}sternes voisins, l'erreur (\,deviendra 
supérieure h toutes les autres» De plus, eomme pour dos valeurs infinies 
de .r 1 1 v o, s ...» quelquesmnes dos didérenees 
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*’«* *\f ** u* 
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deviennent positives et infinies, et qu’au contraire la différence e,.~ <?„ 
est toujours constante, on voit que, pour de grandes valeurs x — a, 
y — é, z — y, ..., quelques-unes des différences 

6 p 6 V , €q ... 

deviendront positives. Par suite, les systèmes de valeurs qui rendent 
l’erreur e p supérieure aux autres ne peuvent s’étendre à l’infini. Cette 
erreur sera donc une erreur définie. Enfin il est aisé de voir que les 
combinaisons de l’ordre h : qui renfermeraient quelques-unes des 
erreurs e p , e q , e,., ... comprises dans la combinaison de l’ordre m + i 
que l’on considère, se trouveront, par l’addition de l’erreur e„, trans¬ 
formées en des combinaisons de l’ordre k -+-1 . 

Théorème IX. — Si l’on désigne par m le nombre des éléments va¬ 
riables, chaque combinaison de l’ordre m -1-1 servira de limite, au moins, 
à m -f- i combinaisons de l’ordre m. 

Démonstration. — Soit 

( Cp, Cq, e g, . . . ) 

la combinaison de l’ordre m 4- x que l’on considère, et soit e p une des 
erreurs comprises dans cette combinaison, erreur qui pourra devenir 
supérieure à toutes les autres. Si le nombre des combinaisons de 
l’ordre m qui renferment l’erreur e p est supérieur à m, le théorème se 
trouvera vérifié immédiatement; mais, si ce nombre n’est pas supérieur 
à m, on pourra, en vertu de la proposition précédente (corollaire IV), 
concevoir une erreur fictive e„ qui soit définie et qui surpasse tontes 
les autres pour le système de valeurs 

a, 6, y, ... 

correspondant à la combinaison de l’ordre m -+-1 que l’on considère. 
De plus, si l’erreur fictive e v est déterminée par la méthode que nous 
avons indiquée, aloi’s chacune des combinaisons de l’ordre k qui appar¬ 
tenaient à la combinaison donnée de l’ordre m + x deviendra, par 
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l’addition de l’erreur e„, une combinaison de l’ordre k -+- i. Par suite, 
le nombre des combinaisons do l’ordre m -+-1 qui renfermeront l’erreur 
définie e v sera égal au nombre des combinaisons de l’ordre m qui 
avaient pour limite commune la combinaison donnée de l’ordre m- f-i. 
D’ailleurs, en vertu du théorème VI, le nombre des combinaisons de 
l’ordre m -+-1 qui renferment une même erreur définie est au moins 
égal à rn - 1-1. Il en sera de même du nombre des combinaisons de 
l’ordre m qui ont une même limite ; ce qui vérifie le théorème énoncé. 

Lorsque le nombre des erreurs renfermées dans la combinaison de 
l’ordre m -+-1 que l’on considère est seulement égal à m 4-1, on peut 
encore démontrer facilement le théorème IX de la manière suivante : 

Soient e p , e q , e r , .... les erreurs renfermées dans une même combi¬ 
naison de l’ordre rn ■+■ 1, en nombre égal à m -+-1. Ces erreurs devien¬ 
dront simultanément les plus grandes de toutes, si l’on détermine les 
variables x, y, s, ... par l’équation 

e }) — eq — e r —.... 


Mais, si l’on désigne par 0 une quantité très petite et positive, et que 
l’on détermine x, y, z, ... par l’équation 

ep -H 0 — eq — ey —.. . ? 

l’erreur e p deviendra inférieure aux autres, et les erreurs e q , e r , e s , ... 
seront simultanément les plus grandes de toutes. Dans le même cas, 
la combinaison 

( 61; • • • ) 

sera de l’ordre m. On obtiendra donc une combinaison de l’ordre m 
formée d’erreurs qui deviennent simultanément les plus grandes de 
toutes, si dans la combinaison donnée 

Cq, G V1 . . .) 

on supprime la première erreur e p . On arriverait encore aux mêmes con¬ 
clusions si, au lieu de supprimer l’erreur e p , on supprimait l’erreur e v , 
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ou l’erreur e r , ..., ou quelqu’une des autres erreurs données. Ces der¬ 
nières étant, par hypothèse, en nombre égal à m-f-i, on obtiendra, 
par ces diverses suppressions, m- 1-i combinaisons de l’ordre m, qui 
toutes se trouveront comprises dans la combinaison donnée. 

Corollaire. — Soient M mH _, le nombre total des combinaisons de 
l’ordre m ■+• i, et M m le nombre total des combinaisons de l’ordre m, 
tant définies qu’indéfinies. Puisque chaque combinaison de l’ordre 
m- 1-x renferme au moins m -+- x combinaisons de l’ordre m, et que 
chaque combinaison de l’ordre m a pour limites deux combinaisons 
de l’ordre m -+- i, si elle est définie, et une seule, si elle est indéfinie; 
on aura 

(m -+-1)M„,+, < 2M„,, ou M m > m ^ 1 M„ t +,. 

Cette inégalité jointe à l’équation ( 3 ) du théorème V sert à déterminer 
une limite du nombre d’opérations qu’exige la méthode exposée dans 
ce Mémoire. 

Théorème X. — Le nombre des opérations qu’exige la méthode exposée 
dans ce Mémoire n’est pas d’un ordre plus élevé que le nombre des com¬ 
binaisons m — i à m — i des erreurs données, m étant le nombre des 
éléments variables. 

Démonstration. — En effet, supposons qu’en ayant seulement égard 
aux combinaisons formées d’erreurs qui puissent devenir simultané¬ 
ment les plus grandes de toutes, on désigne par M, le nombre des 
erreurs simples ou combinaisons du premier ordre, et par 

Mj, M35 • • •, M,„, M,,ih-i , 

les nombres de combinaisons du deuxième, du troisième, ..., enfin, 
du m ieme et du (m a- i) ieme ordre. On aura, en vertu du théorème Y, 

+ . ,±M 2 q:M 1 ±:r = o, 


™v-- 
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et en vertu du théorème IX, 


,, _ m -+-1 

M„, > - M /H ^_,. 

Si l’on ajoute membre à membre l’équation et l’inégalité précédentes, 
on aura 

M„,_, — . . ± M,zp M,± i > — — - 

d’où l’on conclut 

(0 M„, +1 < ^ i (M„,_i — M,,,-» + ■ ■ • ± M.,qz M, ± x): 

le signe supérieur devant être admis si m est un nombre impair, et 
le signe inferieur dans le cas contraire. D’ailleurs M m+I représente, 
comme on l’a déjà remarqué, la limite du nombre des opérations à 
faire, et M,„_ 1 indique le nombre des combinaisons de l’ordre m —i, 
qui est ou égal ou inférieur au nombre des combinaisons m — i à 
m — i des erreurs données ou d’une partie de ces erreurs. L’inégalité 
précédente vérifie donc le théorème énoncé. 

Corollaire I. — Si l’on a deux éléments variables, il faudra supposer 
m = 2, et l’inégalité précédente deviendra 

Par suite, le nombre des opérations à faire ne pourra surpasser aM, 
ou le double du nombre des erreurs. 

Corollaire IL — Si l’on suppose m = 3 , on aura 


M 4 <M 2 — M, + i : 

Par suite, le nombre des opérations à faire ne pourra être d’un ordre 
supérieur au nombre des combinaisons deux à deux, c’est-à-dire au 
carré du nombre des erreurs. 

OEuvres-de C.~ S. Il, 1 . 1 . 5l . 
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Corollaire III. — Si l’on suppose m = 4 » on aura 

M,< |(M,-M î +M I -i) : 

Par suite, le nombre des opérations à faire ne pourra être d’un ordre 
supérieur à M 3 ou au cube du nombre des erreurs, etc. 


k 
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D’UNE CERTAINE CLASSE D’ÉQUATIONS 

AUX 

DIFFÉRENCES PARTIELLES, 

KT SUR UCS 

PHÉNOMÈNES DONT CETTE INTÉGRATION FAIT CONNAITRE LES LOIS 
DANS LES QUESTIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 


Journal cle l’École Polytechnique, XX e Cahier. Tome XÏIf, p. 17“). 287; itfii. 


La solution d’un grand nombre de problèmes de Physique mathé¬ 
matique dépend de l’intégration d’équations aux différences partielles 
linéaires, et à coefficients constants, dans lesquelles les dérivées de 
la variable principale sont toutes du même ordre. Telles sont, en par¬ 
ticulier, les équations qui expriment les lois de la propagation des 
ondes à la surface d’un liquide renfermé dans un canal dont la profon¬ 
deur est très petite, et les lois de la propagation du son dans un gaz. 
dans un liquide, ou dans un corps solide élastique. Il était important 
d’obtenir les intégrales générales des équations de ce genre sous une 
forme telle qu’on pût en déduire aisément la connaissance des phéno¬ 
mènes que ces équations représentent. Tel est l’objet du Mémoire qu’on 
va lire. Dans les premiers paragraphes, je m’occuperai de l'intégration 
des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients con¬ 
stants, du deuxième ordre, ou d’un ordre pair supérieur au deuxième, 
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mais dans lesquelles toutes les dérivées sont de même ordre. J’appli¬ 
querai ensuite les formules trouvées à diverses questions de Physique 
mathématique. 


I. Sur l’intégration d’une'certaine classe d’équations 
aux différences partielles du deuxième ordre. 


Soient#, y, -, t quatre variables indépendantes, et a une fonction do 
ces quatre variables, déterminée par l’équation aux différences partielles 


(0 


f ) s 8 d-'i d-% 

dt l àx- ôy l 


g 


ÔH 

üz l 


4~ 2 I) 


d 2 * 

dyôz 


à 

4- 2 K-:-h 2 F-? 

o z ox ox oy 


dans lesquelles a, b, c, d, e, f désignent des constantes choisies do 
manière que le polynôme 

(2) Aa 2 4- b 6 2 4- cy 2 4- 21)67 4- 2isya 4- 2F aG 

reste positif pour toutes les valeurs possibles des quantités a, 6, y; ou, 
ce qui revient au même, de manière que l’équation 

( 3 ) AX~ -4 B y - 4- CZ 2 4- 2 B/G 4- 2 E ZX 4 - 2 F xy zzz l 


représente un ellipsoïde. Supposons d’ailleurs que l’on connaisse les 
valeurs de a et ^ correspondant à t = o, et que ces valeurs soienl 
respectivement 

/)y 

( 4 ) 8 — y ,-), — = H(#, r, s). 

La valeur générale de a sera 


( 5 ) 


d-J J j"J J J J' e z(x~\) ,'^ï gë(y—[J.) v /^l e y(. 


U dcf. dü dy dk dp. dv, 


e désignant la base des logarithmes népériens, l’intégration relative à 
chacune des variables auxiliaires a, 6, y, X, p., v devant être effectuée 
entre les limites — qo, -h ao, et la lettre U représentant une fonction 
de a, 6, y, X, p., v, t, propre à vérifier : i° quel que soit t, la formule 

(aoc 2 -)-b 6 2 -(- cy 2 -+- 2 d 6 -/ -t- 2 Eya -+- 2 fsc 6 )U -+- — o; 


( 6 ) 
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2 0 Pour t = o, les deux conditions 

( 7 ) U = sr(X, fi, v), ~=II(X, p, v). 

Cela posé, si l’on fait, pour abréger, 

(8) a« 2 + b@ 2 4- cy 2 ^- 2ï)Sy 4 - 2E ya - 4 - 2 Fao ~ 0 2 , 


on trouvera 


(9) 


U = rs(k, {X> v) cos 0 t-\- /JL, v) 


sin 


ou, ce qui revient au même, 

( 10 ) U— /jl, v) COSÔ£-H / IÏ(X, p, y) cos#£ 

d 0 

et l’on aura par suite 

_ J*j* j~j" j"e ^ x ~ x ^ 1 

X cos B txs5 Çk) jjL y v ) det dS dy dk dp dv 

~) 3 f J"<ff J"f 

X COS 91 II ( k, p 9 v) dt da dG dy dk dp. dv. 


Observons maintenant que l’équation (8) peut être présentée sous la 
forme 



Donc, si l’on fait 


03 ) 



J rr c — 


E 2 

A 


AB — F 2 

-, 

A 



ABC — AP 2 — BE 2 — CF 2 -f- 2 DEF 
AB — F 2 
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et de plus 
04 ) 


, F P , K , c , AD — nF rt i 

= 6 + I^T^V = 6> y = y. 


ou, ce qui revient au même, 


( i-5 ) a = a' 


F FD —- BE , 


AD 


AB — F~ 


AB 


EF , 


y~y 


on aura simplement 

06) 

Soient d’ailleurs 


^co!’ ! + hÔ' s +j/ ! . 


(17) x=cr, \=y--x, z: 

A • 


et 


AD — KF FD — BK 

-7 y -i-- æ, 

AB — F“ J AB — F- 


( ov 1,1 / F 1 / AD — EF FD — BE ^ 

(18) A'—A, u. — a-A, v'=v- /jl H---A. 

A AB — F- 1 AB — F 2 

On trouvera 

(19) a(æ - l) -t- 6 {y — [x)' 4 - y{z — v) = a'(x — V) •+■ 6'(y — /a') -h /(z 


et, par suite, 


(20) 


ffflf 

X COS 0 t uj ( 1 , [jl, v ) da do dy dl d[j. dv 

-ffffîf- a'(x—A')v /, ~ 1 ■ e ê , (v-[j/) v /-i e y'(z™v') v /-i 

X cosO t gj(X, /jl, v) c/a' <i 6 ' r/y' c/a' c//jl' c/v' 
J coscc '( x — COsS'(y — /jl') cosy'(z — v') 
X CQS 01 jjj ( )>, \x, v ) c/a' c/'o' dy ' dV d\d dv\ 


l’intégration relative à chacune des variables auxiliaires a', 6', 
p.', v' devant être effectuée entre les limites — ce, 4- cc. 
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Soit encore 


(2l) 


' (X — A')' | (Y —fx ')» i ('Z — v')*")* 

G H 




On aura, en vertu d’une formule que j’ai donnée dans le XIX e Cahier 
du Journal de VEcole Polytechnique (voir p. 292), 


cosa'(x — >/) cosS'(y — [jl') cos/(z — v') 
X cos (g a ' 2 4 - iiS /2 -rb jy '-) 2 tda r cfë’ cly' 
a sin rcc cos cct da 


- 00 - 00 


(22) 


cos/‘a cos oLtda. 


= ——— r 

G^H-/•" - 
_ 2 71 () Ç 

, G*H*j±r ° r J 

Dans l’équation (22), l’intégrale 

y* oo 

I cos ra cosat dx 

peut être remplacée par la suivante 

J" e- K é a ' J cos/’a cos ai cia, 


k désignant une quantité positive infiniment petite; et, comme on a 
d’ailleurs 


S* 00 

O - 00 


e~~ K v a- cos /’ oc cos oc t dcx. ht: 2 I e~ Ka cos ra cos <r/a 

J U 


K 2 H- ( /' — t f K : +(/-+p ! k 2 -t- (r — t y- ‘ 

il est clair que la formule (22) pourra être réduite à. 

( f f f COScc '( x ~~ *'') cosê'(r —■ pO cosy'(z — v') cos6t doc 1 dS’ cl-/’ 

( 23 ) 


ô 

2 TT 

K 

ci 

K 

k 2 4- ( r — t)-_ 

U 

2 71 1 

K 2 H- ( r — 0”_ 

h^j 2 > 

Or 

1 1 i 

g 2 h 2 j 2 r 

ôt 
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Cela posé, les formules (n) et (20) donneront 

f/, v ) dV dy! dv f 

( 4 ) 



Concevons à présent que Ton considère les trois rapports 

V — X y! — Y '/ — Z 


1 .* 

G- 


■± 

H" 


1 

J " 


comme représentant des coordonnées rectangulaires, et que l’on trans¬ 
forme ces coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires, dont 
l’une soit précisément la variable r, à l’aide des formules 

— x y.' — y . v' — z 

(25) —— =/• cos//, *—;— = rsm/z cos< 7 , —|—= /• smp sin/y. 

g 2 h 2 1 * 


On devra, dans la formule (24), à la place du produit d'h' d[x dv', écrire 

i. 1 1 

le suivant G 2 irrr 2 si txpdpdqdr, et l’on tirera de cette formule 


(26) 


4F f J f ( r - O 2 11 (> "’ ' J -’ V) '■ Sîn ^ dl> df/ dr ' 


K 2 + (/--0* V)r Sh,/> dP dq d ''’ 


4 TT 


les intégrations devant être effectuées entre les limites p — o, p = r,, 
q = o, q = ait, r = o, r = 00. Or, k étant un nombre infiniment petit, 
si l’on désigne par l, m, n ce que deviennent les valeurs de X, p., v, 
tirées des équations (18) et (20), lorsqu’on y suppose r = t, on aura 


(27) 



K 

k 2 -+-(/• — ty- 


5T(A, 


[x,v)r dr = m, n); 


et par conséquent la formule (26) donnera 


1 p n p w 

i = — lit sin p II ( l, m, n ) dp dq 
J ü J 0 




(28) 
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les valeurs de l, m, n étant 

1 

X -f- G 2 t COS p, 

y h-h s £ sin p cos</-+- ^ ( x cos p), 

i.. . AT) — KF ( | . \ E / i \ 

z -f- J" t sin p sm<7 h -; \x -h h- t sin p cos 97 -h - \x-hG 2 1 cos p), 

AB — F - A 

ou, ce qui revient au même, 


E i 

- G“ t COS ]). 

Concevons, pour fixer les idées, que l’équation (i) se rapporte à une 
question de Mécanique ou de Physique, dans laquelle t représente le 
temps, et a?, j, z des coordonnées rectilignes; supposons d’ailleurs que 

les valeurs initiales de a et^> savoir : u(x,y,s) et 7:(x,y,z), soient 

sensiblement nulles pour tous les points situés à une distance sensible 
de l’origine. Au bout du temps t, les fonctions ) 

ne cesseront d’être nulles que pour des valeurs de /, m, n , très pou 
différentes de celles qui vérifient les trois conditions 

(3i) l~o, ni — 0 , n — o, 

desquelles on tire, en les combinant avec les formules (29), 

i j. 1 

x -+- g 2 £ cosp = 0, y ~t- h 2 < sin/? cosy = 0, z -+- j 2 t sin/? sin^r — o, 

et, par conséquent, 

(3a) 

Si dans l’équation ( 32 ) on remet, pour les valeurs x, y, z, leurs valeurs 

QEuvres de C. — S. Il, t. I. 


X 2 Y 2 Z 2 
G H J 


l =z x -H G 2 t COS p 9 


m —y -h h* t sin p cos q 4 - - g 2 t cos/?. 

4 . AD — EF I . 

n = z -f- r t sin/? sin h - - h - t sin/? cos</ -b 
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déduites des formules (17), elle deviendra 


( 33 ) 


(BC — D î )^5 2 H- (ca — E 2 ) r 2 H- (AB — F 2 )^ 2 

+ ü(EF — AD )yz -+- 2 ( FD — BE ) XZ -F- 2 ( DE — CF ) Xf 


ABC • 


AD — BE 


- CF - 


2 DEF 


Donc, au bout du temps t, la variable a n’aura de valeur sensible que 
dans le voisinage de la surface du second degré, représentée par 
l’équation ( 33 ). II est d’ailleurs facile de s’assurer que cette surface 
est un ellipsoïde. En effet, la valeur de O 2 fournie par l’équation (8) 
ou (r6) devant être positive, quelles que soient les valeurs attribuées 
aux variables a. S, y et, par conséquent, aux variables a', S', y', les 
quantités g, h, j seront nécessairement positives. Donc, le premier 
membre de la formule ( 32 ) ou ( 33 ) restera positif, quelles que soient 
les valeurs attribuées aux variables x, y, z et, par conséquent, aux 
variables x, y, z. 

Si, pour plus de simplicité, l’on pose 


( 34 ) 

ABC — AD 2 - 

et 

[ BC — D 2 

l a = -> 

( 35 ) 

J K 


f ^ EF “ AD 

\ K 5 

l’équation ( 33 ) deviendra 

( 36 ) 

a# 2 -b b j 2 -b c s 2 


BE 2 — CF 2 H- 2 DEF = K, 


h — 

CA 

— 

IC 2 

P- 

AB 

- f 2 

u — 


K 

- y 

t - 


K 

e = 

FD 

__ 

BE 

f = 

DE 

— CF 


K 



R 


-h 2d ys -+■ 2 esx -t- 2 (xy — t 2 . 


Si d’ailleurs on nomme r le rayon vecteur mené de l’origine au 
point (x, y, z) de l’ellipsoïde représenté par l’équation ( 36 ), et a, 6, y 
les angles formés par ce rayon vecteur avec les deux axes des x, y, z, 
supposés rectangulaires, on aura 


( 3 ?) 


x = r cos a. 


y= r cosë. 


z = /■ cos y, 
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et, par suite, 

(38) r = S2*, 

la valeur de ü étant positive, et déterminée par la formule 

a cos 2 a -t- b cos 2 ê 4- c cos 2 y 
H- 2 d cos ë cos y 2 e cos y cos a 4- 2 f cos a cosê. 

Cela posé, concevons que la quantité a dépende de vibrations très 
petites d’un corps solide, ou d’un fluide pondérable ou impondérable; 
et que ces vibrations, d’abord produites dans le voisinage de l’origine 
des coordonnées, se propagent dans l’espace et donnent ainsi nais¬ 
sance à une onde sonore ou lumineuse. La surface de l’onde coïncidera 
évidemment, au bout du temps t, avec l’ellipsoïde représenté par 
l’équation ( 36 ). Par suite, la vitesse du son ou de la lumière, mesurée 
suivant le rayon vecteur r, sera la quantité constante désignée ci- 
dessus par Ü, et déterminée par la formule (39). 

Considérons maintenant un point dont les coordonnées x', y', z 
seront liées aux coordonnées x,y, z de l’ellipsoïde ( 33 ) ou ( 36 ) par 
les formules 

f Ax'-hty' -hEz'= x, 

( 4 o) < F#'-b B/'4-D s' = J, 

( EX 1 4- D y' 4- Cs' = Z. 

On tirera de ces formules 

(BC — D-)# 4 - (DE — CF),r 4- (PP — BE)s 
ABC — AD* — B JJ* — CF* 4 - 2 DEF 

(DE — CF)A-4-(CA — E 2 )j-<-(EF — AP)s 
ABC — AD 2 — BE 2 —CF*4-2DEF 

, (fd —be)ce 4- (ef — ad). y 4- (ab — f 2 )s w 

ABC — AD 2 — BE 2 — CF 2 4- 2 DEF 

puis, en combinant les équations ( 4 i) avec la formule ( 33 ), on trouvera 
( 42 ) xx r -i-yy' + zs' = t t . 
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Enfin, l’on tirera des équations (4o) et (4^), 

(43) AÆ ,2 -+-By' 2 + C3 ,J -t- 2DJ-'s'+ 2E S r X 1 -+■ 2F x' y'— t 2 . 


' Donc, le point (as', y', z') se trouvera sur la surface d’un second* 
ellipsoïde, représenté par l’équation (43). De plus, si l’on nomme r' 
le rayon vecteur mené de l’origine au point (x',y r , s'), et o l’angle 
compris entre les rayons vecteurs r, r', on aura 


( 44 ) 


^ œx ! -b y y' -h zz f 
COS O = -- 


en sorte que l’équation (43) pourra être réduite à 

(45) rr' cosô = t-. 

Donc, le produit qu’on obtiendra, au bout du temps l, en multipliant 
les rayons vecteurs correspondants r, r' par le cosinus de l’angle com¬ 
pris entre eux ou, ce qui revient au même, le premier de ces rayons 
vecteurs par la projection du second sur le premier, sera constam¬ 
ment égal à t-. Ajoutons qu’étant donné un point (as', y, z') de l’ellip¬ 
soïde (43), on pourra facilement déterminer le point correspondant 
(as, y, z) de l’ellipsoïde (33‘). En effet, pour y parvenir, il suffira de 
mener par le point (ac',/ t z'), trois plans parallèles à ceux que repré¬ 
sentent les équations 

j À OC —F Y -j- E Z O y 

(46) < FX ~\~ BY -y DZ = Oy 

( Ea? H- D/ -b Gz = o. 

Si r on nomme x f \y% z" les coordonnées des points où ces trois plans 
rencontrent, le premier, Taxe des x, le deuxième, Taxe des y, le 
troisième, l’axe des s 9 on aura évidemment 

kX ! 4- F y -j- E Z f == a/, 
yx ! -b b y r -h nz'— b y n y 

Ecr' -t- D/'-b Cz'zz: cz"y 


(47) 
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et, par suite, 

( 48 ) x — a x", y — b/", z = es". 


On remarquera que le po.int correspondant aux coordonnées x",y", 
-"sera situé sur la surface d’un troisième ellipsoïde, dont la construc¬ 
tion pourra servir à celle de l’ellipsoïde ( 33 ), puisqu’on passera de 
l’un à l’autre, en faisant croître ou décroître l’abscisse x du troisième 
ellipsoïde dans le rapport de i à a, et l’ordonnée y ou s dans le rapport 
de i à r> ou de i a c. 

Dans le cas particulier où les quantités n, e, e s’évanouissent, l’équa¬ 
tion (x) se réduit à 


( 49 ) 


et 2 a ô *a t)' 2 a 

~ — A -v—~ -f- B —:—- •+* O -t —- • 

6 )t 2 àx x üy- (J z- 


Alors aussi l’on tire des formules (i 3 ) 


(5o) 


G — A, H = B, J = C, 


et des formules (20) 


(5i) l = x + x-tcosp, m=y-+-B ï fsinpcos<7, n = z -+- c^isin/^sin^f. 
Donc la valeur générale de a, déterminée par l’équation (28), devient 


-r.rr*^ 


(52) 


x -+- a 2 t cos p, y -t- b s t sinp cos q, z 4- c - t sin/> sin q) dp dq 

1 d r 71 y* , - 
V.Ttl l ^ np 

x nr(;r -f- a 2 t cos p, y H- b 2 ï sin p cosq, z -e c 2 f sin/? sin^) dpdq. 


Alors aussi les axes des deux ellipsoïdes représentés par les équa¬ 
tions (33) (43) coïncident en direction avec les axes des x , y, s, et 
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les équations de ces deux ellipsoïdes deviennent respectivement 


(53) 

(54) 


X- 

A 


B C 
A^ /2 -HB/ 2 4-C^ ,2 =:r- 


Ces deux équations résultent l’une et l’autre de la formule ( 42 ) com¬ 
binée avec les formules (4°) qui, dans le cas présent, se réduisent a 


(55) 


ax'—x, b y'=y, cz'=s. 


De plus, l’équation ( 39 ), qui détermine la vitesse Cl, donne simplement 
(56) 


i cos 2 a cos-ê cos 2 y 

—- 5 -. H- L. 


Oi 


Cela posé, si l’on nomme O,, Cl.,, 0 3 les valeurs que prend la 
vitesse Cl, lorsqu’on la mesure suivant l’axe des x, ou suivant l’axe 
des y, ou suivant l’axe des z, on trouvera 

(5j) S»; lî. = c, 

et la formule (56) donnera 
(58) 


1 cos 2 a cos J ê cos ! y 


£2 2 — £2* 


Si, d, e, f étant nuis, on suppose de plus 

A = B = C = # 2 , 

a désignant une quantité positive, la formule ( 49 ),. réduite à 


(5g) 


àH 

àt s 


d 2 a 6 s a à-\ 
àx- + dy 2 + dE* )' 


sera celle qui détermine la propagation du son dans un milieu dont 
l’élasticité reste la même en tous sens. Alors la formule (52) de- 
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A Ifi 

/ / ' sit '/' 

U * O ‘ ti 

x rc(.r i at cos/f, y t <tt sin p eos*/, « 4- at. sin/> sin y) dp d/f 

]r. '!)( J J 

ï * U « 0 

«. rrr( r i at cos/>, v t at sin/M’osy, r. -r o/ sin/> situ/) dp dtp 
et les formules { Vî ), { Vj h ( *W> ) deviendront 

j yi j *»« 

ti'.ii . r, 

ii • 

j (O) II ’’t . Z’’) t\ 

t f.fi ) il II. 

Donc l’oinlc sonore sera une onde sphérique, e( la vilesse du son, <p 
restera la même eu tous sens, sera mesurée par la constante a. I. 
formule ^(>o) coineide avec l'intégrale que M. Poisson a donnée d 
réquation (><>). 


viendra 




CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS. 


Journal de l'École Polytechnique, XXV e Cahier, Tome XV, p. 176; 1837. 


~ r ' 1111 '‘tÜ^TÎ— 


§ I. C’est dans le Mémoire présenté à l’Académie de Turin, le 17 no¬ 
vembre 1 83 1 ('), que j’ai fait connaître un nouveau calcul qui peut être 
fort utilement employé dans la résolution des équations de tous les 
degrés. Mais, dans le Mémoire dont il s’agit, les principes de ce calcul, 
que je nomme le calcul des indices des fonctions, se trouvent déduits 
de la considération des intégrales définies. Je me propose ici de mon¬ 
trer comment on peut établir directement ces mêmes principes sans 
recourir à des formules de calcul intégral. 

Soit a une fonction réelle de la variable réelle x, et telle que si l’on 
fait croître cette variable par degrés insensibles entre deux limites 
données, 

CD JC fi , OC Xk. y 

u varie insensiblement, et ne change jamais de signe sans passer par 
zéro ou par l’infini. Pour une valeur a de x comprise entre les limites ' 
x — x 0 , x = X, et propre à vérifier l’équation 

(0 -=o, 

II 

la fonction u passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou 

(') OEuvres de Cauchy, S. Il, T. XV. 
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'lu |xi>i( ne^at if. u„ bien alla ne ehan-era pas de si-ne. U quan- 
t<tr • i dans la premier cas. , dans la scn.n.1, zéro dans le troisième 
MTa aa que je nomma l'in,lier de Injonction a pmir la valeur donnée .r 
'!«• la otrfable .r; cl l'in,tiw intégral de u, pris enlre las limilas 


ua mt;i nuire efo.se qua la somme das indices correspondant aux 
dt\ erses racines de l'aquation i i ) renfermées cuira-les limilas dunl il 

imliaa intégral par la unlalinn 


s agît. Jo drsigur rai <*« 


T. 


i ! n M. 


l'usage das dmifiles parenthèses étant ici la méma que dans le calcul 
des résidus. Cela posa, mi établira sans peina le 


\anfr 


point* 1rs prnposif ions s u i - 


l'numw 1. Stêimt a une fonction réelle de x qui, entre les limites 
x *V ***' rhange jamais de signe sans passer par zéro ou par 
l tn/tnt* et //„, I les deux râleurs de a correspondant aux valeurs 
rt i lies x lt , \ de Iti i*anufde j\ La somme 


î, » i 



i U il 



sera équivalente tt zéro si tes deux quantités // u , (' sont de même signe; 
à > î st, ta prtaune étant néguttve, la seconde est positive; ù i si, 

la première étant pouitvt\ la seconde est négative, 


licmunstrutam . Si Fmi fait main* x par degrés insonsildos dopuis 
la limita .r 0 jusijtfiii la limitr X, lus srulos valeurs d<* x aux<ju<‘ll< k s ror- 
rrspondront du% ifülirrs tir a ou tir \ 1 1ifïV*r<Mi(s do zéro, soront radios 

pour !rsf|Uf*llt*H Ja idurtiou a ou j dovîondra i n (inî< k on rhangoant de 
dguo* rt ;i uni* M*mfdaldr valour du x corrospondra I,ou jours un in- 
tlirr do u ou dr 1 égal a ! i *i u passo du négatif au positif, o( un 

;>3 


(U Ui'ê r * Ur ( . 


s H* t î. 
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indice de u ou de ~ égal à — x si u passe du positif au négatif. Soient 
maintenant 

a , b, c, d, ... 

les valeurs successives de x comprises entre les limites x„, X et pour 
lesquelles la fonction u devient nulle ou infinie en changeant de 
signe, c’est-à-dire, en d’autres termes, les racines des deux équations 

(3 ) u — o, ~ —° 

renfermées entre les limites x 0 , X, ces racines étant rangées par ordre 
de grandeur. Si u„ est négatif, les indices de u ou de correspondant 
aux valeurs 

a, b, c, d, 

de la variable x seront respectivement 

-+-i, —i, -+-1, —i, ... 

et, par suite, la somme de ces indices sera équivalente à zéro ou à 
+ 1 , suivant que leur nombre sera pair ou impair, c’est-à-dire, en 
d’autres termes, suivant que U sera négatif ou positif. Au contraire, 

si ?/,, est positif, les indices de u ou de correspondant aux valeurs 

a, b, c, d, 

de la variable, x seront respectivement 

— i, -+- 1 , — i, -+-1, ..., 

et, par suite, la somme de ces indices sera équivalente à zéro ou à — i, 
suivant que leur nombre sera pair ou impair, c’est-à-dire, en d’autres 
termes, suivant que U sera positif ou négatif. Donc*, en définitive, l’ex¬ 
pression ( 2 ) ou la somme des indices des fonctions 
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correspondant aux valeurs 


a, b ? c, d 9 


de la variable x sera équivalente à + i, à — i, ou à zéro, suivant 
que la variables, en passant brusquement de la valeur x a à la valeur X. 
fora passer la fonction u du négatif au positif ou du positif au négatif, 
ou cessera de produire dans cette fonction un changement de signe. 

13 n supposant que la fonction réelle u de æ ne change jamais de 
signe, sans passer par zéro ou par l’infini, nous désignerons»par la 
notation 


la somme des indices de u correspondant à toutes les racines de 
l’équation (i), en sorte que l’on aura identiquement 




Si la fonction u se. réduit à la forme ^ k étant une quantité con¬ 
stante, on trouvera 



suivant que la quantité k sera positive ou négative. Cela posé, h 
théorème I sera évidemment compris dans la formule 


( 4 ) 



Si à la fonction a on substitue le rapport entre deux fonctions 
données u, v, tellement choisies que chacune d’elles ne change jamais 
de signe entre les limites x = x 0 , x = X, sans passer par zéro ou par 
l’infini, alors en nommant « 0 , e„ et U, Y les valeurs de ces deux 
fonctions pour x — x n et pour x = X, on aura, en veitu (h la toi 
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nulle (4) 


° O a'.\\‘v/ 2 Vu V ((.*)) (7 Me 


((^)) 


ou, co qui revient au même, 



? 


(J U ({x)) 


i'/ <’ 0 ((.r)) 


Lorsque u est algébriquement divisible pare, l’indice intégral 

i 



est évidemment nul, et la formule (5) donne 


(«) 




7 v((®)) 


y «o 

C/ 


Théorème II. — Sï //, e deux fondions entières de x, et le degré 
de la première égal ou supérieur au degré de la seconde, on nomme Q 
le quotient et w lé reste que fournit la division de u par v, on aura 


il) 


^ u ' S j S j _ 


quelles que soient les valeurs particulières de x représentées par x Q et X. 


Démonstration. — En effet, clans ITiypotlicse admise on aura, quoi 
que soit x, 

U ^ C*’ 

- Q , 

et, par suite, les rapports 

a w 


dont la différence Q restera toujours finie en même temps que la 
variable x , deviendront simultanément infinis pour certaines valeurs 
réelles de x propres à vérifier l’équation 


(8) 


v — o. 
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Suit ti l'une de ers valeurs. Ouaiul ,c différera 1res peu de a, les 

don\ rapports 


U \\' 

i ■> 

v’ r 


iilîViïîit ilï 1 ^ munmqurs tri»s ronsiiibrablrs, supérieures à relie 

t|r O, stTiMii uerrssumnrnf tirs quantités de iih'iih 1 sij»*ne. Doue, pour 

# tt t rimiiri* du rapport N sera <mju ivalent h rindicu du rapport 

<q ruUu o«[îii\aloîirr» subsistant [mur toutes 1 rs raeinrs (b 4 l'équa¬ 
tion i H u oiitramora la formule ( 7 i. 

J)r la formule 1 7 * jointe a la lormuh 1 { > ) un 11re 


% \ 


/ «I 

t * 


.h',. J JsO)- 


Kiî vertu de n*tte dernière équation, la détermination île l'indice 
intégral d'une fraction rationnelle U ont rt* des limites données, peut 
etre réduite a la détermination de l'indice intégral d’une autre fraction 
rationnelle ’* dont le numérateur et le dénominateur soient, des polv- 

t 

Iiotnes «le degrés moindres. D'ailleurs, une réduction semblable pourra 
•''ajtjdujuer mut seulement a la nouvelle Ira et iun « niais imiioii a 
toutes les fractions «pie l'on en déduira sueeessivemeiit, et (|ue l’on 
formera eu .luisant l'un par l'autre «leux restes consécutifs obtenus 
dans la rreherehr du plus grand commun diviseur des deux poly¬ 
nômes tt et « . Or, comme l’avant-dernier reste sera exactement divi¬ 
sible par le dernier, «■'esi-a-dire par le plus grand commun diviseur, la 
formule t Ci fera connaître l'indice de la dernière fraction, duquel sc 
déduiront immédiatement les indices de toutes les autiis. Ainsi Ion 
{.eut, ii l’aide des formules t ci > et (<>), déterminer l’indice de toute 
fraction rationnelle. On peut au reste abréger souvent le < <il( ul <i I aid< 

tft»> ronNîtlrralinjiH sui\autes : * 

Si, 11 Haut nue fonction entière de la variable .r, on désigne pai 6 
l'accroissement de u correspondant a l accroissement a d< la vni iabl< 
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la somme u -+- 6 pourra être représentée par un polynôme ordonné 
suivant les puissances ascendantes de a et de la forme 

OL~ Ci? 

( i o ) u - 4 - cl u r H- u ,r -f-- 5 - u n y 

V ' 1.2 ï . 2.3 


et dans ce polynôme les coefficients de 


savoir, 


a- 

-,--, 

1.2 1 . 2.3 


u’ 9 u\ u". 


4 


seront de nouvelles fonctions de x que l’on nomme dérivées de la fonc¬ 
tion u, la dérivée du premier ordre u' n’étant autre chose que la limite 
vers laquelle converge le rapport 


00 


— ” IL 

a 


1 . 2.3 


tandis que a s’approche indéfiniment de zéro, et la dérivée u { - r) de 

l’ordre x étant le coefficient de - - --g -- dans le polynôme (10). Si- 

l’on suppose, pour fixer les idées, 

(12) u = k 0 x m -+- . .4- k m ^x--\- A m _,x -+- k m , 

k 0 , Æ,, ..., k m _ s , k m _ { , k m étant des quantités constantes, on trouvera 

( 1 3) if —t— ê = A () (;a? —i— cc ) m -{-k i (x H--t-ot) 2 H-j(a? -1- ci) -+-k,„, 

et, par suite, 

| u' — nik û x m ~ 1 H- (m — i) k\ x m ~- -+-... H- 2 k m - t x -+- 
( 1 4 ) u" — ( ni — 1 )mk tj x n! ~--\- (m — 2) (m — i)k t x m ~ s -+-... -+■ 1.2 k m _,,, 


Or il résulte des formules (14) : i° que l’on obtiendra la dérivée du 
premier ordre u' en multipliant chaque terme de la fonction u par l’ex¬ 
posant de x dans cc terme, et diminuant ce même exposant d’une 
unité; 2 0 que, pour obtenir les dérivées de u des divers ordres, il 
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suffit de former successivement diverses fonctions dont chacune soit 
la dérivée de la précédente, la première étant la dérivée de u. 

Concevons maintenant que le degré de la fonction entière u étant 
égal ou supérieur à m, u s’évanouisse pour une valeur donnée a de la 
variable x , et que u m soit alors le premier dos termes de la suite 

(1 5 ) u, u', u ", «('«-Kl, 

qui ne se réduise pas à zéro; si l’on nomme 

A m, A„, + 1 , A„, +2 , . . . 

les valeurs des fonctions 

n(ni-+-l) ' ^ ( // m -2 ) 

1.2. m ’ 1.2. m ( m -t~ i) 1 1.2. /n(m 1 ){tn 2 j ’ 

pour x — a, la valeur de u correspondant à 

(16) x — a -t- a 
sera 

Aa"' + A w+l a"' +« -+- A„ i+2 +. .. ; 

par conséquent, l’équation (iG) entraînera la suivante 

(17) « = A,„a"‘+ A„ 1 _ m oc"' + ' 1 -|- A,„ +2 a"' +2 -l-..., 
de sorte que l’on aura identiquement 

« = A m {x — a) m H- A m+ 1 (x — a)' nJrl -t- + - 

ou, ce qui revient au même, 

(i8> u = {x — a) m { A,„-t- A„ 1 + .,(æ; — a) + A ,„+.*(# — a )' 1 +.. .]. 

Alors l’équation 

(19) « = o 

pouvant être décomposée en deux autres, savoir 

• {x — a) m — o, et A,„-t-A„,+,(ic — a)+A„,^(x — «) 2 -f ... = o, 
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devra être considérée comme admettant m racines égales dont a sera la 
valeur commune. Ajoutons que, pour des valeurs de x très rapprochées 
de a, le rapport 


sera., en vertu de la formule (18), une, quantité finie, mais différente 
de zéro, affectée du même signe que A m , par conséquent du même 
signe que u m . Cela posé, on démontrera sans peine la proposition 
suivante : 


Théorème III. — Soient u, e deux fonctions réelles et entières de x, 
et supposons que les deux équations 

(19) u — o, 

(8) . e = o, 

offrent la première m racines, la seconde n racines, égales et réelles, dont 
a soit la valeur commune. L’indice de la fraction 


correspondant à x — a sera zéro, si la différence m — n est paire ou 
négative. Mais, si cette différence est impaire et positive, le même- 
indice sera -+-1 ou — 1, suivant que la valeur du rapport 

ç( lL ) 

M ■ ^ 

correspondant à x = a sera positive ou négative. 


Démonstration. — Dans l’hypothèse admise, si l’on attribue à x une 
valeur très rapprochée de a, les deux fractions 


( 23 ) 


(x — a) m (îc — a ) n 


acquerront des valeurs-finies, mais différentes de zéro, dont la pre- 
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mièro sera une quantité affectée du même signe que u' m) , et la seconde 
une quantité affectée du même signe que v'“ . Par suite le quotient 
qu’on obtient en divisant la seconde fraction par la première, savoir 

(’ . 

- {x — a) m ~ } K 
* u ' ’ 

sera, pour des valeurs de x infiniment rapprochées de a , une quantité 
finie, mais différente de zéro et affectée du même signe que le rapport 

Donc alors la valeur de 

r 

a 

sera infiniment petite, finie, ou infiniment grande, en même temps que 
le produit 

( ) — -- 

td nl) (x — a)' ,L ~~ n 

Or, si la différence œ — a vient à changer de signe en passant par zéro, 
le produit (24) ne pourra changer de signe en passant par l’infini 
qu’autant que la différence m — n sera impaire et positive et, dans ce 
cas, le produit (24) passera du négatif au positif ou du positif au 
négatif, suivant que la valeur du rapport 

(ni) 

correspondant à x — a sera positive ou négative. Donc l’indice de la 
fraction (21) s’évanouira si la différence m — n est paire ou négative, 
et cet indice deviendra -h 1 ou — 1 lorsque la différence m — n sera 

impaire et positive, suivant que le rapport deviendra positif ou 
négatif pour x = a. 

Corollaire. — Si a est une racine simple de l’équation (19), sans 

OEuvres de C. — S. II, t. I. ^4 



1-26 CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS, 

être racine de l’équation (8), l'indice de la fraction 


II 

correspondant à x = a, sera + i ou — i, suivant que le rapport 


a' 

acquerra, pour a; = a, une valeur positive ou négative. 

Lorsque u, v désignant des fonctions réelles et entières de x, la 
forme de la fonction u est telle qu’on puisse facilement déterminer les 
racines de u = o renfermées entre les limites x 0 , X, le théorème III 
fournit le moyen de calculer immédiatement l’indice correspondant à 
chacune de ces racines et, par suite, l’indice intégral 



Dans le cas contraire on peut, en recourant à la formule (9), rem¬ 
placer la fraction par une fraction et continuer ainsi jusqu’à ce 

que l’on parvienne à une nouvelle fraction dont l’indice intégral entre 
les limites x a , X puisse être facilement déterminé à l’aide du théo¬ 
rème III. On peut aussi poursuivre le calcul jusqu’à la fraction qui a 
pour numérateur le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
u, v, fraction dont l’indice sera immédiatement déterminé par la for¬ 
mule (6), et alors on déduira sans peinctle la formule (9) le. théorème 
suivant : 

Théorème IV. — Soit 

( a5 ) <0 e, (> 2 , ..., e,. 

une suite de fondions entières de x tellement choisies que, de trois termes 
consecutifs de la suite (25), le troisième soit toujours égal au reste de la 
division du premier par le second, ce reste étant pris en signe contraire. 
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— = w sera le reste de la division de u par v, ± v r sera le plus grand 

commun diviseur algébrique des polynômes u, v, et, pour déterminer l’in¬ 
dice de la fraction 

V 

U 

entre les limites x = x () , œ = X, il suffira de comparer deux à deux, sous 
le rapport des signes, les termes qui se suivront immédiatement dans la 
suite (25 ), en supposant que l’on attribue à la variable x : 1 0 la valeur x Q , 
2 0 la valeur X, puis de compter les variations de signe et les permanences 
de signe que la suite (20 ) offrira dans chacune de ces deux hypothèses. 
Si Con nomme ul le nombre des variations de signe qui se changeront en 
permanences, et v le nombre des permanences qui se changeront en varia¬ 
tions dans le passage de la première hypothèse à la seconde , /’indice de 
la fraction 

v 

U 

pris entre les limites x = x ()9 x = X sera équivalent à la différence entre 
les deux nombres fj. et v, en sorte que Von aura 

<a6) 

Si à la fraction - on substitue la suivante 

U 

U 1 
U ? 

et si l’on suppose toujours que, a étant racine de l’équation 

u — o, 

u [m) soit le premier terme de la suite 

u, u\ u". . .., ^é"'• + • 1 >, ... 


qui ne s’évanouisse pas avec ce — a, les deux équations 

(19) U — O, 

(27) n'= O 
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admettront, la première, m racines, la seconde m — i racines égales 
à a, et, comme la dérivée de l’ordre m de u sera en même temps la 
dérivée de l’ordre m — i de u', on conclura du théorème III que l’in- 

dice de — se réduit à l’unité pour chaque valeur réelle de x propre à 

vérifier l’équation u — o. Par suite, si l’on nomme N le nombre des 
racines réelles mais distinctes de u — o, renfermées entre les limites 
x = x 0 , x = X, on aura 



Si l’on veut obtenir le nombre total des racines réelles de l’équa¬ 
tion (19), il suffira de poser, dans la formule (28), x 0 = — 00, X = ic, 
ou même simplement 

*o = -R, X = R, 

R désignant un nombre supérieur aux modules de toutes les racines. 
On pourra donc, à l’aide de la formule (28), déterminer le nombre des 
racines réelles d’une équation, ou plus généralement le nombre de 
celles de ces racines qui se trouvent comprises entre des limites don¬ 
nées. Ajoutons que, si plusieurs racines sont renfermées entre les deux 
limites x 0 , X, on pourra, entre ces deux limites, interposer une troi- 

sième valeur de x équivalente à leur moyenne arithmétique -> 

et déterminer le nombre des racines comprises : i° entre x — x 0 et 

x — —; 2 0 entre x — ~ - et x = X; par conséquent, entre 

deux nouvelles limites dont la différence sera la moitié de la diffé¬ 
rence des deux premières. Or, en continuant de la sorte à resserrer 
les limites qui renferment les racines réelles, on finira par obtenir une 
suite de valeurs de x croissantes et tellement choisies que deux termes 
consécutifs ne comprennent jamais entre eux plus d’une valeur réelle 
de x propre à vérifier l’équation donnée. 

Si l’on voulait obtenir le nombre des racines positives de l’équa¬ 
tion (19), il suffirait de poser x u =o et X=ao ou X = R, dans la 
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formule (28), qui serait ainsi réduite à 


(29) 

ou 

(30) 



Si I on nomme u 0 , « u et U, U' les valeurs des deux fonctions a, a' 
pour x — x tt et pour a? = X, on tirera de la formule (28) jointe h la 
formule (9), 


(3.) 



2 



u 

U'(UO) 



Dans le cas particulier où l’on suppose æ n = o, X = oc, le rapport 

£ 

U' 


acquiert une valeur infinie, mais positive, et l’on a, par suite, . 

CY U . _ 

J U «*))-'• 

Alors aussi, u 0 , u tt n’étant autre chose que le terme constant et le 
coefficient de la première puissance de x dans la fonction u, l’indice 

cj Ug 
U «0 ((#)) 

sera équivalent à 4-1 ou à — 1 suivant que. le système des deux der¬ 
niers termes de u offrira une permanence ou une variation de signes. 
Enfin l’expression 



ne pourra surpasser le nombre des racines réelles de l’équation (27). 
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Cela posé, on déduira immédiatement de la formule ( 3 i) la proposition 
suivante : 

Théorème T. — Le nombre des racines positives de L’équation a = o 
ne pourra surpasser que d’une unité le nombre des racines positives de 
l’équation dérivée u = o, et dans le cas seulement où le système, des deux 
derniers termes de la fonction u offrira une variation de signe. 

Corollaire. — On prouvera de même que le nombre des racines de 
l’équation dérivée du premier ordre u ! — o ne peut surpasser que d’une 
unité le nombre des racines positives de l’équation dérivée du second 
ordre n"= o, et dans le cas seulement où le système des deux derniers 
termes de u', par conséquent le système des deux termes qui précèdent 
le dernier dans u, offre une variation de signe. Donc le nombre des 
racines positives de u = o surpassera d’une ou de deux unités au plus 
le nombre des racines positives de u" — o, et dans le cas seulement où 
le système des trois derniers termes de u offrira une ou deux variations 
de signe. En continuant ainsi, on finira par établir la règle des signes 
de Descartes comprise dans le théorème dont voici l’énoncé : 

Théorème YI. — Le nombre des racines positives d’une équation u — o, 
dans laquelle u désigne une fonction entière de x, ne peut surpasser le 
nombre des variations de signe qu’on obtient en comparant deux à deux 
les termes qui se succèdent immédiatement dans la fonction u. Le nombre 
des racines négatives ne peut surpasser le nombre des permanences de 
signe fournies par le même procédé. 

Nota. — Après avoir établi, comme on l’a expliqué ci-dessus, la 
première partie du théorème YI, il suffira, pour déduire la seconde 
partie de la première, de remplacer x par — x. 

Observons encore que, si, dans la fonction u, les coefficients de 
plusieurs puissances de la variable x se réduisent à zéro, il suffira, 
pour qu’ils cessent de s’évanouir, de remplacer x par x±z, z dési¬ 
gnant un nombre infiniment petit. On s’assure aisément de cette ma- 
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m 

nière que, dans l’application du théorème de Descartes, on peut ne 
tenir aucun compte des termes qui disparaissent. 

Si, dans le théorème III, on remplace la fraction j par la suivante : 

II' X 


et si l’on pose en même temps x„ — ao, X = ao, on trouvera 



N désignant le nombre des racines réelles positives etM le nombre des 
racines réelles négatives, puis on conclura des formules (9) et ( 3 i) 



La formule ( 3 a) s’accorde avec un théorème à l’aide duquel j’ai 
démontré le premier que, pour une équation de degré quelconque, on 
peut trouver des fonctions rationnelles des coefficients dont les signes 
fassent connaître le nombre des racines réelles positives et le nombre 
des racines réelles négatives. 

Si l’on combine la formule (28) avec le théorème IV, on obtiendra 
le beau théorème dû à M. Charles Sturm. 

Théorème VII. — Soit 

( 33 ) U, u', in_, "3. •••, II,- i, II,; 

une suite de fonctions entières de x tellement choisies que de trois termes 
consécutifs de la suite ( 33 ) le troisième soit toujours égal, abstraction 
faite des signes, au reste de la division algébrique du. premier par le 
deuxième, mais affectéd’un signe contraire au signe de ce reste. ± u r sera 
le plus grand commun diviseur algébrique des deux polynômes u, u r , et 
le nombre des permanences de signes qu offriront les termes de lasuite ( 33 ), 
pris consécutivement et comparés deux à deux, ne pourra que croître pour 
des valeurs croissantes de x. Or l’accroissement que recevra le nombre 
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dont il s'agit dans le passage d'une limite donnée x = x {) à une limite 
plus considérable x = X sera précisément le nombre des racines dis¬ 
tinctes de u = o renfermées entre ces limites . 

Nota . —• On peut sans inconvénient substituer aux restes des divi¬ 
sions successivement opérées les produits de ces restes par des nombres 
entiers quelconques, ce qui permettra de faire disparaître les diviseurs 
numériques dans les polynômes u 2 , u 2 , .. u r l { , u r lorsque les coeffi¬ 
cients des diverses puissances de x dans la fonction u seront des 
nombres entiers. 

En s’appuyant sur les principes ci-dessus exposés, on pourrait 
encore étendre le calcul des indices à la détermination des,racines 
imaginaires des équations, ainsi qu’à la résolution des équations 
simultanées, et démontrer en particulier la proposition suivante : 


Théorème VIII. — Soient f{oo,y), F {oc, y) deux fonctions de x , y , 
qui restent continues , entre les limites x = x Q , x = X; y =y 0 , y = Y. 
Nommons o(x, y ), y) les dérivées de ces fonctions relatives à x , 

et yfx, yf N(x, y) leurs dérivées relatives à y. Enfin , soit N le nombre 
des différents systèmes de valeurs de x , y, propres à vérifier les équations 
simultanées f(x, y) = o, ¥(x, y ) == o, et comprises entre les limites ci- 
dessus énoncées . On aura 


N=- 

2 


fim*, y„))) y») 


en supposant 

J J 

§ IL En i 833 , pressé par le temps, je n’ai pu qu’indiquer les appli¬ 
cations de la théorie aux racines imaginaires des équations à une seule 
inconnue, et aux équations simultanées; je vais appliquer aujourd’hui 
le calcul des indices à ces mêmes objets en suivant la méthode qui me 
paraît la plus directe. 
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i * 1 'ou I. Sount ,r s f/a/r rariablcs t/tte nous considérerons comme 
ftptt st niant dt'tix coordon/u'es recta oculaires , et 

11 1 // K (.r, y ) 

une Jonction de ns nanddes t/ut reste finie et eo/iti/ate pour tous les 
p<nn/\ {.t\ \ \ situes i/ans l'intérieur du contour fermé OS. /.es ntleurs 
de u eorrt'spn/idiUit à deux de ces points 

V H O 

u font tics tfunutiles de même siym\ si l’on peut joindre ces deux points 
pat une nouvelle courhe P O tpt'e renfennet • dans l'intérieur du con¬ 
tour ( ïS» m rencontre pas relit ’ t/ue rrprcscnft ’ l'et put lion 

S » * // Fi f\ \ * U. 

lu tmmsîtaltott. Comme, daim l'hypothèse admise, la (duel ion u 
variera par degrés insensibles, tandis qui* Ton passera sur la nouvelle 
emirhe du point P au point ty, il est clair que eette fonction, no pou¬ 
vant sVvanouir, ne pourra non plus changer do si^ne, 

t'arolluire L 11 suit du leinme précédent que, dans l'hypothèse 
admise, Hyrr teriuinee par le eonfourOS sera divisée, par la courhe ou 
par les diverses branches de courbe que représente l'équation (**), en 
deux ou plusieurs parties, dans chacune desquelles la fonction 

u 

emmervera partout le meme si^ne. 

II. lut fuie lion U et ses dérivées dtt premier ordre ^ étant 

supposées notu nues pour tous les points situes du fis t t fit en eu r du con¬ 
tour OS, t f l’aire terminée par ce contour se trouvant divisée en deux ou 
plusieurs portions par ta courhe ou tes lira ne/tes de courbe t/ue représente 
l ’ éijutitioti | o t, si i on passe d une de ces portions a une potlton roisini 
en if menant la courbe dont il s'agit ou l'une de ses branches , lu Jonc- 

Of m s n tir f S, 0, l t. 
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tion u changera nécessairement de signe, à moins que l’on n’ait simulta¬ 
nément en chaque point de cette branche 


( 3 ) 


du du 

dx ’ dy 


Démonstration. — En effet, si l’on coupe la branche dont il s’agit en 
un point K par une droite qui forme l’angle u avec le demi-axe des x 
positives, la fonction u, nulle au point K, ne pourra conserver le même 
signe de part et d’autre de ce point, sans devenir en ce même point un 
maximum ou un minimum, c’est-à-dire sans que l’on ait 


du du dy du 

dx dy dx dx 


du 

-r— langer 

dy 


o, 


quel que soit d’ailleurs l’angle u, et, par suite, 


( 3 ) 


du 

dx 


o, 


du 

dv 


o. 


Lemme III. — Si un point G, dans le voisinage duquel la fonction 
u = F ( x, et ses dérivées du premier ordre ~ restent finies et con¬ 

tinues, est, dans la courbe représentée par l’équation ( 2 ), un point isolé, 
ou un point d’arrêt, ou un point saillant (voir les Applications du Calcul 
différentiel) ('), les coordonnées de ce point vérifieront les formules ( 3 ). 


Démonstration. — En effet, dans ces trois hypothèses, on pourra, 
■par le point C, faire passer une droite telle que, dans le voisinage de 
ce point, on ne puisse trouver, d’un côté de cette droite, ou des deux 
côtés à la fois, aucun point qui appartienne à la courbe dont il s’agit. 
En conséquence, deux points situés sur la droite, de part et d'autre du 
point C et 5 de très petites distances, pouvant être joints l’un à l’autre 
par une nouvelle courbe très peu étendue et qui ne rencontre pas la 
première, les valeurs de u correspondant à ces deux points seront 
des quantités de même signe (lemme I). Donc la valeur de u, variable 


( l ) OEuvres de Cauchy, S. II. t. V. 
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d’un point à un autre sur la droite dont il s’agit, deviendra encore 1 au 
point 0 un maximum ou un minimum, et l’on en conclura, comme 
dans le leinnie II, que les coordonnées du point C vérifient les for¬ 
mules (3). 


Lemme IV. — Si la courbe représentée par Véquation ( 2 ) offre un point 
multiple Cl, c'est-à-dire un point dans lequel se réunissent deux ou plu¬ 
sieurs branches de celte courbe, les coordonnées de ce point vérifieront les 
formules (3). 

Démonstration. — Hn olfel, considérons deux branches de courbe 
qui se réunissent au point Cl, et coupons ces deux branches dans le 
voisinage 1 du point C par une droite PQ qui forme l’angle u avec le 
demi-axe des x positives. On pourra satisfaire à l’équation ( 2 ), non 
seulemeid on prenant pour æ , y les coordonnées du point P oii la 
droite PQ rencontrera la première branche de courbe, mais encore 4 en 
substituant aux coordonnées x, y celles du point Q situé sur la seconde 4 
branche 4 , epie 4 je 4 supposerai désignées par 

æ - 4 - Ax , y -h Ay, 

la elitférence Unie 4 , A y étant de 4 . la forme 
(4) Ay ™ langes A.r. 

Cela posé, en nommant u~\- Au ce que devient la fonction u quand on 
y fait croître 4 a do A.r < 4 t y ele Ay, on aura non seulement 

mais encore 
< 4 t, par suite. 

(• r >) 

puis, en supposant que 4 , la droite PQ se rapproche indéfiniment élu 
point C, et qu’en conséquence Ax converge vers la limite 4 zéro, on 


U “ O, 

u -h Au ~ o, 


Au Ü et 


Au 

Ax 


:o; 
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16 

rera des formules ( 4 ), ( 5 ) 
dy 


dx 


du du dy 

— tangta, 


'e ces dernières on déduit immédiatement l’équation 

3 ) 


du du 

-,—h -T- tangro = o, 
dx a y 


ui, devant subsister pour diverses valeurs de l’angle v>, entraînera les 
mnules ( 3 ). 

Corollaire I. — En raisonnant toujours de la même manière, et sup- 
osant réunies au point C non plus deux, mais trois branches de 
ourbe, alors, outre l’équation (G), on obtiendrait la suivante 


7 ) 


0- u d- a à- u 

àx* + 2 ^ÿ langW + tang ' ro ^ °> 


aquelle, devant subsister indépendamment de la valeur attribuée à 
'angle vs, entraînerait les conditions 


3 ) 


d'u 

dx- 


: 0 , 


à* u 
dx dy 


d~ u 

âjf 


: O. 


Corollaire II. — En général, la réunion-de n branches de courbe en 
n point multiple C entraînera les conditions 


9 ) 


du 

du 


d^ 



d 2 u 

à 2 u 

d 2 u 

d^~~° y 

dx dy ~~ °’ 

dr 2 

d' l u 

*.> 

d n u 

- r \ 


~ °’ 

& 

T 

.cl- 

1 

c 



: 0 , 


à n u 

àj* 


= o. 


[ui devront toutes se vérifier pour les coordonnées cc,y du point dont 


s agit. 


Lemme Y. — Les variables æ, y représentant des coordonnées rectangu- 







CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS. 


laires, et les deux fonctions 

u = F(x,y), vz~f(x,y), 


m 


étant supposées continues dans le voisinage du point G, qui répond à un 
système donné de valeurs de x, y , si les deux courbes représentées par 
réquation ( 3 ) et par la suivante 

(10) <’ = 0 ou f(x,y) = O 


se touchent au point G, on aura en ce point 

dv du dv du 

' 11 ' dx dy dy dx ~ 


Démonstration. — En effet, si les (leux courbes représentées par les 
équations (2) et (10) ont au point C une tangente commune, leurs 
équations différentielles, savoir 


du , du . 

— dx - i- — dy = o, 
dx dy J 


dy 

dx 


dx ■ 


dy 

dy 


dy~ o, 


devront fournir pour ce point la même valeur de Or cette condi¬ 
tion entraînera immédiatement la formule (11). 


Théorème f. — Soit u — F (a?) une fonction réelle de la variable x. 
Si æ — a représente une racine simple de l’équation 

(1) u = 0 ou F(^r)~o, 

V indice de correspondant à x = a, et représenté par la notation 

Ci x *— a 

(J U ((x—a)) 

sera -b i ou — t , suivant que la fonction derivee u acquerra pour x c 
une valeur positive ou négative . 

Démonstration . — En cflet, l’indice dont il s agit sera •+• i ou i 
suivant que la fonction u, en passant par zéro, sera croissante, ou dé 
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croissante pour des valeurs croissantes de x. On sait d’ailleurs qu’une 
fonction de x croît ou décroît pour des valeurs croissantes de x, sui¬ 
vant que sa dérivée est positive ou négative. ( Voir le Calcul différen¬ 
tiel. ) 

Corollaire I. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème I, si v désigne une seconde fonction de x qui ne devienne point 
nulle ni infinie pour x = a, l’indice du rapport 

i 

-5 

uv 


correspondant kx = a, offrira le signe de la fonction dérivée 


d(uv) 

cix 


— u.9 1 -+- u' ty 


qui, en vertu de l’équation u = o, se réduira au produit u'v, pourvu 
que v' conserve une valeur finie. 

Corollaire 11 . — Si, dans le corollaire précédent, on remplace v par ÿ 
on en conclura que l’indice du rapport 

— i 

II 

correspondant à x = a, offre le signe de la fonction 


lorsque v et v' obtiennent, pour x = a, des valeurs finies différentes de 
zéro. 

Cette conclusion, s’accorde avec le théorème III du Mémoire de 

i 833 ('). 

Théorème II. — Soient, comme au lemme /, x, y deux variables que 
nous considérerons comme représentant deux coordonnées rectangulaires, 

« = ¥{x, y) 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. II, t. XV. 
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une fonction réelle de ces deux variables et 

x — a, y = b 

un des systèmes de valeurs de x, y propres à vérifier l’équation 

( 2 ) u — o ou F(jj, _y)=o. 

Traçons d ailleurs autour du point C, dont les coordonnées sont a et b, 
une courbe fermée OS dont la longueur totale soit désignée par c, et nom¬ 
mons s l’arc de cette courbe compté positivement à partir d’un point 
fixe O jusqu à un point mobile S qui ait autour du point G un mouve¬ 
ment de rotation direct. Pour chacun des points situés sur la courbe OS, 
x, y, et par suite u, pourront être considérés comme fonctions de la 
variable s. Cela posé, si la courbe fermée OS est traversée en divers points 

par celle que représente U équation (y), l’indice de la fonction d, corres¬ 
pondant à chacun de ces points, offrira le même signe que la fonction 

, t - , dit 

denvee — • 
ds 

Démonstration. — Le théorème II est une conséquence immédiate 
du théorème I et suppose qu’en chacun des points où la courbe OS est 
rencontrée par celle que représente l’équation (2) cette dernière 
équation, exprimée à l’aide de la seule variable s, n’offre point de 
racines égales. 

Corollaire I. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème II, si l’on désigne par v = f(x,y) une seconde fonction de x, y, 

l’indice du rapport correspondant à l’un des points de rencontre 

de la courbe fermée OS et do celle que représente l’équation (2), 
offrira le même signe que la fonction dérivée 

d(av) dv du 

- = u--\- v-r-' 

ds ds, ds 

Corollaire 11 . — Si, dans le corollaire précédent, on remplace epar 



440 


CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS. 


on en conclura que l’intlice du rapport correspondant à l’un des 

points de rencontre de la courbe OS et de celle que représente l’équa¬ 
tion (2), offre le même signe que la fonction dérivée 


d[ - 

V 


ds 


du 

ds 


dy 

ds 


par conséquent le même signe que la différence 


(12) 



— U 


dv 

ds 


Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 
désignons par ç=f(x,y') une seconde fonction de x, y . Admettons 
d'ailleurs que les deux fondions u, v soient non seulement finies, mais 
continues et la seconde différente de zérô K pour tout point situé sur le 
contour OS; alors, en supposant u et ç exprimés sur le contour OS en 
fonction de la seule variable s , on aura 

(,3) . 

Démonstration. — La fonction ç conservera le même signe pour tous 
les points du contour OS, puisqu’elle y reste finie et continue sans 
jamais s’évanouir. Cela posé, concevons que l’extrémité de l’arc s, ou 
le point S, fasse le tour de la courbe OS avec un mouvement de rota¬ 
tion direct; pendant ce mouvement, le rapport ^ des deux fonctions 
continues v et u ne pourra changer de signe qu’en passant par l’infini, 
et passera évidemment autant de fois du positif au négatif que du né¬ 
gatif au positif. Donc, parmi les indices de ce rapport qui différeront 
de zéro, le nombre de ceux qui se réduiront à — 1 sera égal au nombre 
de ceux qui se réduiront à 4-1. Donc la somme de ces indices ou 

l’indice intégral de ^ sera nul et vérifiera la formule ( 3 ). 

JT 

Corollaire I. — En prenant v = 1, on réduit le théorème III à la pro¬ 
position suivante : 
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Si la fonction u — F (x, y) reste finie et continue pour tous les points 
situés sur le contour OS, alors, en considérant u comme fonction de la 
seule variable s, on aura 


04 ) 



= o. 


Corollaire II. — Soient u — F(x, y) et v — f(x,y) deux fonctions 
dont chacune reste non seulement finie, mais continue sur le con¬ 
tour OS, et puisse d’ailleurs s’évanouir en quelques points de ce 
contour. Alors, en considérant u et v comme fonctions de la seule 
variable s, on aura, d’après le corollaire I, 


et, par conséquent, 
(i 5 ) 



Chmme on aura d’autre part 

u? o 2 u v 

-—- 1 - 7 

UV 0 u 


l’équation (i 5 ) pourra s’écrire ainsi (') 

<■•> 

Corollaire III. — Soient u, v, w trois• fonctions de x, y, dont 
chacune reste non seulement finie, mais continue sur le contour OS, 
et puisse d’ailleurs s’évanouir en quelques points de ce contour; alors, 
en considérant u, v, w comme fonctions de la seule variable s, on 
aura, d’après le corollaire I, 


( J ) La méthode à l’aide de laquelle on démontre ici la formule ( 16 ) pourrait servir 
pareillement à établir la formule (5) du paragraphe 1 er . 

OEuvres de C. — S. Il, t. I. 


56 
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m 

et, par conséquent, 

C 7 ) J Si -iW-J) = °- 

Comme on aura d’autre part 

(» 2 H’ 2 -f- JV 2 -4- W 2 (> 2 (HV {VU UV 

uvw u v iv ? 

l’équation (17) pourra s’écrire ainsi 

<> s > TM)yzB))*îxm=- 

Corollaire /F. — Des formules analogues aux équations (16) et (18) 
pourraient être facilement démontrées si le nombre des fonctions u , 
(7, w, ... devenait supérieur à trois. 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IL 
désignons par v = f{x,y) une seconde fonction de x, y, et admettons 
que les deux fonctions u , v restent finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées du premier ordre, 

du du âv dv 
dx* dy ? dx ? à y ’ 

pour tous les points renfermés dans Vintérieur du contour OS. Supposons 
de plus que, dans cet intérieur, les deux courbes représentées par les 
équations (2) et (10) se réduisent chacune à une seule branche GCH 
ou IGJ qui rencontre le contour OS en deux points G, H ou I, J ; que ces 
deux courbes s y rencontrent elles-mêmes en un seul point G ; enfin que les 
fonctions dérivées 

du du dv dv 
dx* dy ? ôx ? dy 

y conservent toujours des valeurs finies, mais ne vérifient pas au point G 
la condition (11); alors, en considérant, sur le contour OS, x , y et par 
suite u , v comme fonctions de la seule variable s , on aura 



CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS. 


44-3 


le double signe devant être réduit au signe -+- ou au signe —, suivant 
que la valeur du binôme 

de du de du 

dx dy dy dx ’ 

correspondant au point C, sera positive ou négative. 

Démonstration. — Puisqu’au point C, situé sur la courbe GCH, la 
condition (i i) n’est pas vérifiée, les conditions ( 3 ) ne pourront l’être 
dans l’hypothèse admise. Donc, en vertu du lemme II, la courbe GCH, 
représentée par l’équation (2), divisera l’aire terminée par le con¬ 
tour OS, et ce contour lui-même en deux portions telles que tous les 
points de l’une répondront à des valeurs positives et tous les points 
de l’autre à des valeurs négatives de la fonction u. Par la même raison, 
la courbe ICJ, représentée par l’équation (10), divisera faire terminée 
par le contour OS, et ce contour lui-mème en deux portions telles que 
tous les points de l’une répondront à des valeurs positives et tous les 
points de l’autre à des valeurs négatives de la fonction v. Enfin, en 
vertu du lemme V, les deux courbes GCH, ICJ ne pourront se toucher 
au point C où elles se rencontrent s'ans que la condition (11) soit véri¬ 
fiée. Elles s’y couperont donc, et il en résulte que', sur le contour OS, 
chacun des points I, J se trouvera situé entre les deux points G et H. 
Concevons, pour fixer les idées, que. l’extrémité mobile de l’arc s, ou 
le point S, en faisant le tour de la courbe OS avec un mouvement de 
rotation direct, rencontre successivement les quatre points 

G, 1, H, J, 

chacune des fonctions u, v conservera le même signe, tandis que le 
point S parcourra l’un des arcs 

GI, IH, HJ, JG. 

Mais la fonction u changera de signe lorsque le point S passera par 
la position G ou H, et la fonction v lorsque le point S passera par la 
position I ou J. 
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Par suite le rapport 


changera de signe chaque fois que le point S passera par l’une des 
positions successives 

G, I, H, J; 

et le changement de signe au point H s’effectuera dans le même sens 
qu’au point G, le changement de signe en sens opposé ayant lieu en 

chacun des points I et J. Donc les indices du rapport correspon¬ 
dant aux deux points G, H, seront égaux entre eux et à =fc x; d’où il 
résulte que la demi-somme de ces indices ou la moitié de l’expression 


7M 


se réduira encore à ± i. D’autre part, il suit du théorème II (corol¬ 
laire II) que l’indice du rapport^, en chacun des points G, H, offrira 
le signe de la différence 


du do 
Ç ~ds ~ U Ts 


Donc la valeur de l’expression 


TM 


sera déterminée par la formule (19), le signe du second membre 
devant être réduit au signe -+- ou au signe —, suivant que la valeur 
du binôme 


du dv 


correspondant à chacun des points G, H, sera positive ou négative. 

Concevons maintenant que, a, b étant les valeurs de x,y relatives 
au point C, l’on remplace les coordonnées rectangulaires x,y par des 
coordonnées polaires p, r relatives au point C pris pour origine, et 
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Vio 

lires à .r, v par les formules 

( *m) r <i r ros/>, y h • r sin/u 

Supposons» do plus, cjuc Ton resserre indéfiniment lo contour OS 
autour du point 0» on faisant décroître et rendant infiniment petite la 
valeur do r correspondant à chaque point do ce contour, la 1 point P 
qui répond h r u otant celui dans lequel se coupent les deux courbes 
représentées par les équations ( a. ) et ( 10 ), u et e, considérées comme 
Inactions du ravon vecteur r\ deviendront infiniment p( v tit< k s avec /*, 
ainsi que la quantité ( i 2 ) à laquelle on pourra rendre une valeur 
finie» sans altérer le si^ne dont elle est affectée, on la divisant pai* t\ 
c'est-à-dire en la remplaeant par la différenee 

e du ii d i* 

^ ’ 1 ^ r r/v r tis 

D'ailleurs non nYmpérhera d'admettre que* dans le eontour OS 
devenu infiniment petit, tontes les valeurs do r soient égales outre 
elles. Alors ce euntuur se transformera en une rîmmférence de oerolo; 
i*t si Pou place Purisme O de Parc a* sur le. demi-axe des .r positives, 
rot arc, déterminé par la formule 

,v r/o 

devra être considéré comme fonction de la seule variable p ; on sorte 
qu'on aura 

du i (ht d\' i dv 

ds r dp ' d$ r dp 

Pela posé, ta diflerenro (ai ) deviendra 

c du u dv 

i /•* dp r* dp* 

Pc uVst pas tout : lorsque lo contour OS sc transforme on une cir¬ 
conférence de cercle dont le ni)on est infiniment pefit, chacun des 
points de celte circonférence se confond sensiblement avec lo contre (i, 
cl par suite tes valeurs du binôme ( 22), qui repondent aux deux 
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points G, H, se confondent sensiblement avec la valeur du même 
binôme correspondant au point C ('). Donc cette dernière sera la 
limite des deux autres et pourra leur être substituée. Or, on aura 
pour le point C, où les trois quantités r, u, v s’évanouissent simulta¬ 
nément, 

u _ du v _ dv 

r dr’ r ôr 

Donc, en ce point, la différence (22) sera équivalente au produit 

. 1 /dv du ch du\ 

^ ' r \dr dp dp dr ) 

D’autre part on a généralement, en vertu des formules (20), 


du 

du 

du 

T 

du 

du 

du 

dr 

=cos ^ 

+ sui .p^’ 

r 

dp 

=- sm ^ 

■+* C0S P ^ 

dv 

dv 

dv 

1 

dv 

dv 

dv 

dr 


+ sm pj^, 

r 

dp 

=- s ' a Pdï 

^cosp-jj. 


et, par suite, 

1 f dv du dv du\ dv du dv du 

. 4 * r \ dr dp dp dr J dx dr dy dx 

Donc le signe de l’indice intégral 



se confondra non seulement avec le signe du binôme (12) ou (aï) en 
chacun des points G, H, mais encore avec le signe de la différence 


dv du dv du 
dx dy dy dx 


calculée pour le point C, c’est-à-dire pour le point où se coupent les 
courbes représentées par les équations (2) et (10). 


C 1 ) Ce qui rend cette conclusion légitime, c’est que, dans l’hypothèse admise, les valeurs 

, du du dv du . . du i du dv i dv u v 

de u, > t"’ P ar suite, celles de—? - -7-5 -r? - -r- > -> - restent, 

dæ dy dæ ôy r àr r dp àr r dp r r 

dans l’intérieur du contour OS, fonctions continues des variables æ, y ou r et p. 
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c\u:i:l i>ks iniucks des fonctions. 

iu/it' (li’iiio/istrutton. Ou pourrait., dans la démonstration préeé- 
<lunl<\ >e dispenser de transformer les coordonnées rectangulaires on 
coordonnées polairos, et arriver 1res simploinonl aux memes conclu- 

sions do la manièru suivante ; 

Supposons que le rontour OS* en se resserrant de plus en plus 
autour «lu point 0, prenne la forme non d’une ein*onférene.e de e.ere.le, 
mais d’un reetau^le terminé par quatre droites parallèles aux axes 
<le> et de> v; le binôme { ï a ) aequerra dos formos diverses pour los 
points situe-, sur ns quatre droites. On trouvera, en parlieulier, pour 
le> points situes sur rime des droites parallèles à Taxe des y et du enté 
des ,r posifi\rs, par rapport au point C, 

l vo» ) \ ron-t. ! > t 


par eonseipient 


j i 



//e 


tix 


du 

dv 


u 


th' 

d y 1 


et emmiie pour eliaeun de ees points ,r — a sora positif, le binôme ( 2(>), 
pour eliaeuii d'eux, offrira le même si^ne que la dillérenee 


i ^ | 


e du ii Ue 

fi df ,r a dy ’ 


«Joui la limite, correspondant au point C, où .r - - a, u cl c s’éva¬ 
nouissent, ne different pu-, de la quantité »• déterminée par la formule 

,, /if il u tlf à u 

• * s 1 «»• . . . , • 

tir dy dy <)x 

Au contraire, pour les points situés sur Tune des droites parallèles 
à l’axe des .r, et du cote des y positives, relativement au point C, on 
aura 


roîisL — J\ 


iltt 


tir 


(h* du 


( 'Mj) 

parmonséquenf 


s 


m 
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et comme pour chacun de ces points la différence y — b sera positive, 
le binôme ( 3 o), pour chacun d’eux, offrira le même signe que la 
différence 

u d<> c du 

1 y — b d x y — b d js ’ 

dont la limite correspondant au point C, où y — b, u et v s’éva¬ 
nouissent, sera encore la quantité w. Si, au lieu des droites situées 
par rapport au point C du côté des coordonnées positives, on consi¬ 
dérait les droites situées par rapport au point C du côté des coor¬ 
données négatives, il faudrait remplacer dans les formules (27) 
et ( 3 i) y par —y, x par — x, et substituer aux différences x — a, 
y — b, qui deviendraient négatives, les différences a — x, b — y. Par 
suite on pourrait encore substituer au binôme (12) l’expression (27) 
ou (3 1), dont la limite correspondant au point C serait toujours la 
quantité w. 

Ainsi, en résumé, si le contour OS, en se resserrant autour du 
pointC, prend la forme d’un rectangle dont les côtés deviennent infi¬ 
niment petits, la valeur du binôme (12), pour chacun des points situés 
sur ce contour, offrira le même signe qu’une quantité dont la limite 
sera la valeur de w correspondant au point C. Donc l’indice intégral 

m) 

qui doit se réduire à -+- 1 ou à — 1, et offrir le même signe que le 
binôme (11) en deux points G, H situés sur le contour du rectangle, 
sera donné par la formule (19), le signe du second membre étant 
déterminé comme il est dit dans l’énoncé du théorème IY. 

Corollaire. — Si les deux fonctions u, v, étant nulles au point C, 
restent, dans le voisinage de ce point, finies et continues, ainsi que 
leurs dérivées du premier ordre 
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sans que la valeur de w relative au même point s’évanouisse, il sera 
impossible d’admettre que l’on ait simultanément 


ou bien 


du 

du 

Tx~°' 

dy 

do 

do 

àx ~~ °’ 

dy 


Donc alors, en vertu des lemmes III et IV, le point C, considéré 
comme appartenant à l’une ou l’autre des courbes représentées par les 
équations 

( 3 a) u = o, r = o, 


ne pourra être ni un point isolé, ni un point d’arrêt, ni un point 
saillant, ni un point multiple. Il y a plus : en vertu des lemmes IV et V, 
les deux courbes, réduites chacune à une seule branche dans le voisi¬ 
nage du point C, ne seront point tangentes l’une à l’autre en ce point, 
mais s’v traverseront mutuellement. Cela posé, pour que les condi¬ 
tions .énoncées dans le théorème IV soient remplies, il suffira de 
choisir arbitrairement sur chacune des courbes GCH, IGJ, représentées 
par les équations ( 32 ), deux points G, H ou I, J situés de part et 
d’autre du point C à des distances infiniment petites, puis de joindre 
les quatre points 

G, I, II, J, 


[iris consécutivement, et deux à deux, par quatre arcs de courbe 

(il, JH, HJ, JG, 


tracés de manière qu’aucun de ces arcs ne rencontre entre ses deux 
extrémités l’unc des deux courbes GCH, ICJ. Alors, en effet, le système 
des quatre arcs GI, IH, HJ, JG formera un contour OS que chacune des 
courbes GCH, ICJ rencontrera seulement en deux points G et H ou I 
et J. Donc le théorème IV entraîne la proposition suivante : 

Théorème V. — Si les deux fonctions 

u — ¥{æ,y), v — f{x, y), 

0£ut>res de C. — S. lï, t. I. 


.07 
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étant nulles pour les valeurs de x, y qui correspondent à un point donné C, 
restent , dans le voisinage de ce point , finies et continues , ainsi que leurs 
dérivées du premier ordre 

du du, dv dv 
» âx ? dy : dx’ dy ’ 

sans que la valeur de w relative au même point et déterminée par la for¬ 
mule (27) s évanouisse, on pourra tracer autour du point C, et dans so/i 
voisinage , un contour fermé OS, de telle manière que Von ait 



s désignant l'arc de la nouvelle courbe OS compté positivement dans le 
sens du mouvement de rotation direct , v, a étant considérés dans Véqua¬ 
tion (19) comme fonctions de la seule variable s , et c représentant la lon¬ 
gueur totale du contour fermé OS. Ajoutons que , dans le second membre 
de l’équation (19), le double signe devra être réduit au signe H- ou au 
signe —, suivant que la valeur de w relative au point C sera positive ou 
négative . 

Théorème VI. — Soient x, y deux variables que nous considérerons 
comme représentant deux coordonnées rectangulaires , et 

u ~ F (x, y ) 

une fonction de ces deux variables . Traçons d’ailleurs dans le plan des 
x , y une courbe fermée OS, dont la longueur totale soit désignée par c , 
et nommons s Tare de cette courbe compté positivement dans le sens du 
mouvement de rotation direct, à partir d’un point fixe O jusqu’au point 
mobile S. Si Ton partage le périmètre c de la courbe OS en plusieurs 
parties 

Ci, Cg, * • • > e a , 

respectivement comprises entre les extrémités des arcs 

Sj, S 2 , * . . , S n — 1, 


S 0 :=O, 


S n — c, 
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i n sorte (fit on tut 

<'l M 


* 'n S fl 1 ■* 


ri* par suite t 


r ! r * ' • * • : r„ s„ ,v„ r; 

a/nrs a riaa! considère connue fonction de la seule caria/de 
intégral 


s, 


r indice 


ÏSO) 

sera la somme des indices de même forme (/ai correspondent aux diverses 
parties 


t(u périmètre t\ en sorte qu an aura 

7."o:»i 7\o> 


fhvnanstratton. Kn effet. tl;ms nul ion ( Vt ). 1«* premier membre 
représente la somme futaie des indices de la fonction correspondant 
juin points du eonfuur OS pour lesquels celle fonction devienl inlinie, 
tandis que chaque tenue du second membre représente une somme 
semblable, mais relative seulement aux points silués sur une partie du 
même contour. Or il est clair qu’en réunissant les sommes partielles 

relatives aux diverses portions r,, r t . r„ du contour c, on obtiendra 

1a somme totale relative au contour entier. 

(‘tira/ldirr /. Si l’on nomme 0 l'indice intégral relatif au contour 
ferme OS, et 


C., c„ 


, c 


« 


n* qui* «Imtrtif rH iiiilitu* quand un mnpian* surcessivumonl lu ron- 
Imir uiitiur r par di\urM*s parlius 


un aura 


U) i ...» Ctn 


*n * 


C 


c, f i 


. ! • < 
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Corollaire 11 . — Les raisonnements dont nous avons fait usage suf¬ 
fisent évidemment pour établir la formule 



dans le cas même où l’on n’aurait plus s„ = o , s n = c, par conséquent, 
dans le cas où l’arc 

S n Sq 


ne serait lui-même qu’une partie du contour OS. 

Si l’on suppose en particulier n = 2, la formule ( 35 ) donnera sim¬ 
plement 

« nmhimy tm- 

Corollaire III. — Si l’on veut rendre la formule ( 35 ) applicable aù 
cas même où la fonction ^ devient infinie pour l’une des valeurs de s 
représentées par 

* 0 , ^ 2 ? • *•> $n~ 1 > 

il sera nécessaire d’admettre que, dans la somme d’indices représentée 
par une expression de la forme 

r:m 

on doit réduire à moitié l’indice correspondant à une valeur donnée 
de s toutes les fois que cette valeur coïncide avec l’une des limites s 0 , s ,. 


Corollaire IV. — Dans ce qui précède, nous avons implicitement 
admis que les quantités 


* 0 , $ 2 > **•> S n 

forment une suite croissante. Si l’on veut que les formules trouvées 
s’étendent au cas même où cette condition ne serait pas remplie, on 
tirera de la formule ( 36 ), en y posant — s 0 . 
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par conséquent 



Au reste, pour obtenir immédiatement la formule (39), il suffit' 
d’étendre la définition que nous avons donnée de l’indice intégral d’une 
fonction, dans le paragraphe I, au cas même où la variable comprise 
dans cette fonction décroît au lieu de croître. En effet, si une fonction 
d’une seule variable change de signe dans un certain sens, tandis que 
la variable croît en passant par une valeur donnée, elle changera de 
signe en sens opposé, tandis que. cette variable décroît en passant par 
la même valeur. Ilonc l’indice de la fonction correspondant à une va¬ 
leur donnée de la variable se réduira dans le premier et le second cas 
à deux quantités de signes contraires, et par suite l’indice intégral, 
pris entre, deux limites, restera le même au signe près, mais changera 
de signe si l’on échange les deux limites entre elles. 

La formule ( 3 ^) étant, obtenue comme on vient de le dire, on en 
conclura sans peine, que la formule ( 35 ) subsiste, quel que soit l’ordre 
de grandeur des quantités 

*0» $15 $25 * * * 5 $« —15 $/i* 

D’ailleurs la formule (37) comprend un théorème que l’on peut 
énoncer comme il suit : 

Théorème VII. — Soient x , y deux variables que nous considérerons 
comme représentant deux coordonnées rectangulaires; u = F(x, y) une 
fonction réelle de ces deux variables qui ne change jamais de signe sans 
devenir nulle ou infinie; PQ une ligne droite ou courbe tracée dans le 
plan des x, y entre deux points donnés P, Q et s une longueur comptée 
sur cette ligne à partir d’un point fixe O. Alors u étant considéré comme 
fonction de la variable s, si l’on nomme C, D les valeurs qu acquiert l’in¬ 
dice intégral de la fonction quand on passe, en suivant la ligne PQ : 
i° du point P au point Q; 2 0 du point Q au point P, on aura 


( 38 ) 


C = D 


ou 


C H- D = o. 
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Nota. — Il est aisé de s’assurer que ce théorème s’étend au cas même 
où la fonction - deviendrait infinie en l’un des points P, Q. 

u 1 

Théorème VIII. — Soient x, y deux variables qui représentent deux 
coordonnées rectangulaires ; 

u •= FO, y) 

une fonction de ces mêmes variables , et supposons tracés dans le plan 
des x , y deux contours PRQ, QSP qui , offrant une partie commune PQ, 
enveloppent respectivement deux aires A, B, contiguës Vune à Vautre. 
Le système de leurs parties non communes formera un nouveau con¬ 
tour RQSPR qui servira d'enveloppe à l'aire totale A -f- B. Cela posé , 
nommons A ou B l'indice intégral de la fonction - étendu à tous les 

points du contour PRQ ou QSP et calculé dans la supposition qu'un point 
mobile parcourra chacun de ces contours avec un mouvement de rotation 
direct , la somme 

A + B 

représentera l'indice intégral de la même fonction ^ étendu à tous les 

points du contour RQSPR et calculé dans la supposition que ce dernier 
contour soit encore parcouru par un point mobile doué d'un mouvement 
de rotation direct . 

Démonstration. — Soient G la partie de l’indice intégral A et D la 
partie de l’indice intégral B, relatives à l’arc PQ, c’est-à-dire à la partit 4 
commune des deux contours PRQ, QSP. Soient au contraire R, S les 
parties des indices A et B qui correspondent aux parties non communes 
des deux contours. On aura 

139 ) A = C + R, B -- D + S, 

et la somme R-+-S représentera évidemment l’indice intégral de - 

étendu à tous les points du contour RQSPR, dans le cas où un point 
mobile parcourt ce dernier contour avec un mouvement de rotation 
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direct.. Or, pour s’assurer que la somme R -+- S ne diffère pas de la 
somme A h- B, il suffira de combiner entre elles par voie d’addition les 
formules ( 3 g), en ayant égard à la condition ( 38 ) qui, dans l’hypo¬ 
thèse admise, se trouvera évidemment vérifiée. 

Corollaire. — En réunissant successivement les unes aux autres 
plusieurs aires contiguës terminées par divers contours qui offrent des 
parties communes, on déduira sans peine du théorème VIII celui que 
nous allons énoncer. 

Théorème IX. — Soient x, y deux variables qui représentent des coor¬ 
données rectangulaires ; 

u = F(x, y) 

une fonction de ces variables, et considérons dans le plan des æ, y une 
aire finie qui soit partagée en autant d’éléments que l’on voudra. L’in¬ 
dice intégral de la fonction ^ - étendu à tous les points du contour qui 

termine cette aire, sous la condition que ce contour soit parcouru dans le 
sens du mouvement de rotation direct, sera la somme des indices sem¬ 
blables calcules sous la même condition pour les divers contours qui ter¬ 
minent les divers éléments. 

Du théorème IX, joint aux théorèmes III et V, on déduit immédiate¬ 
ment la proposition suivante : 


Théorème X. — Les variables x, y représentant des coordonnées rec¬ 
tangulaires, si, pour tous les points renfermes dans un certain con¬ 
tour OS, les deux fonctions 

u = ¥(x,y), v=f(x,y) 

restent finies et continues aussi bien que leurs denvees du premier ordre 
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si, de plus, dans cet intérieur, la fonction 

_ dv du c)v du 

dx dy dy dx 

offre une valeur différente de zéro pour tous les points où se rencontrent 
les courbes représentées par les équations 

( 32 ) U —O, V = 0, 

alors en nommant M le nombre des points de rencontre qui correspondent 
à des valeurs négatives de vv, N le nombre de ceux qui correspondent à 
des valeurs positives de w, c le périmètre du contour OS, enfin s un arc 
compté positivement sur ce contour dans le sens du mouvement de rotation 

direct, et supposant d’ailleurs le rapport h exprimé en fonction de la 
seule variable s, oh aura ■ 



Démonstration. — Dans l’hypothèse admise, et en vertu du théo¬ 
rème V, on pourra, autour de chacun des points de rencontre G; G', ... 
des courbes représentées par les équations ( 32 ), tracer un contour fermé 
dont les dimensions soient très petites et dont la forme soit telle que la 
substitution de ce contour au contour OS fournisse, au lieu du premier 
membre de l’équation (4°)> une expression équivalente à l’unité, abs¬ 
traction faite du signe, mais affectée du même signe que la valeur de ne. 
relative au point C, ou C', etc. Il y a plus, les aires infiniment petites, 
comprises dans les contours tracés autour des points C, G', ..., pour¬ 
ront être considérées comme autant d’éléments de l’aire finie comprise 
dans le contour.OS, les autres éléments étant eux-mêmes infiniment 
petits et tracés de manière que chacun d’eux soit traversé par une 
seule des courbes ( 3 a) ou qu’il n’ait de points communs avec aucune 
d’elles. Or comme l’indice intégral relatif au contour qui termine l’un 
de ces derniers éléments sera nul dans le premier cas, en vertu du 
théorème III, et s’évanouira encore dans le second cas, où la fonc¬ 
tion ^ ne deviendra infinie pour aucun des points de ce contour, il suit 
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du théorème IX que l’expression 



se réduira simplement à la somme des indices relatifs aux éléments 

qui contiennent les points C, C',.D’autre part, chacun de ces 

indices étant le. double de -+-1 ou de — i, suivant que la valeur de ne 
correspondant au point C ou C', etc. est positive ou négative, leur 
somme sera évidemment égale au double de N — M. Donc la valeur de 
l'expression 



sera déterminé»' par la formule (/job 


Corollaire I. — Lorsque u et e sont des fonctions entières de x, y, 
ces fonctions sont toujours finies et continues aussi bien que leurs 
dérivées du premier ordre 


du du dv dv 
dx ? dy ’ dx 5 dy 

pour dos valeurs finies dos variablos ,r, y. Donc alors la formule ( 4 o) 
subsiste sous la seule condition que w diffère do zéro pour tous los 
systèmes do valeurs de x, y propres à vérifier les équations simulta¬ 
nées u = o, e = o, et l’on obtient le théorème qu’ont énoncé MM. Sturm 
et Liouville dans une Note que renferme le Compte rendu de la séance de 
rAcadémie des Sciences i lu i 5 mai 1837. 

Corollaire JL — Lorsque a et e cessent d’être des fonctions entières 
de x, y, alors pour des valeurs de x , y propres a vérifier le système 
des équations simultanées 

(32 ) 11-=. O, V = 0, 

il peut arriver que la valeur et même le signe de w soient indéterminés. 

OEuvres de Cl — S. U, t. I. ^ 
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Ainsi, par exemple, si l’on a 


T 

-5 

X 


les équations ( 32 ), réduites à la forme 

y 2 

— = o, x — o, 
x 

seront vérifiées par des valeurs nulles de x, y, et ces valeurs rendront 
indéterminée la fonction 

_ dv du dv du 2 y 

dx dy dy dx x ’ 

que l’on pourra supposer égale à une quantité quelconque positiva' 
ou négative. Alors le signe même de w restant indéterminé, la for¬ 
mule (4o) cessera d’ètre applicable. 

Mais si les fonctions u, e, étant fractionnaires ou même transcen¬ 
dantes, restent finies et continues, aussi bien que leurs dérivées du 
premier ordre relatives à x, y pour tous les points renfermés dans le 
contour donné., on. n’aura plus à craindre que la valeur de w se pré¬ 
sente dans l’intérieur de ce contour sous une forme indéterminée, et 
l’équation (4o) continuera de subsister sous la condition énoncée. 
C’est ce qui arrivera, par exemple, si l’on suppose 

u—y, e = x L ( x-). 


Concevons que, dans cette hypothèse, le contour OS se réduise à un 
carré dont le centre soit l’origine des coordonnées et dont le. côté soit 
égal à 2, on trouvera 



m 


:i + !■ 



du dv 
ày ôx 


du dv 
dx dy 


~ 2 h- L(^ 2 ). 




D autre part les équations simultanées 


y = o, 


x L ( x 2 ) = o 
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entre les variables x , y seront vérifiées : i° par les valeurs 


x—o, y = o 


pour lesquelle 
(T 


w deviendra négatif; 2 0 par les valeurs 

^ = 1 , y = o, 
æ = —i, y — O, 


pour lesquelles ty deviendra positif. On aura donc M = r, N = 2, par 
conséquent, 

AT TUT 1 C Y C ( ( <’\\ 

jN — M ” 1 ~ ~ / -1)5 

y r/ » \ \ü)) 

et la formule (4°) se trouvera vérifiée. 


Corollaire III. — Posons, pour abréger, 


(40 


y)-— 


f = /(fl/?, 

(i F(.r, y)' 


et noimnons /'(*) ce que devient ^(x,y), quand on exprime, sur le 
contour OS, les coordonnées x , y en fonction do Parc s. La for¬ 
mule (4°) donnera 

(4?-) ^‘'((/(.v))) = N-M. 


Corollaire. IV. — Si le contour OS se réduit à la circonférence d'un 
cercle déc ri I de l’origine comme centre avec le rayon R, el si, 011 sup¬ 
posant le point O situé sur le demi-axe des x positives, on nomme 
p l’angle polaire que forint' avec ce demi-axe le rayon vecteur r mené 
de l’origine au point (x, y), on aura 

( 4 3 ) x = r cos p, y = r sin/>, 

(44) ■ . .v = Rp, 

(45) c = 27 : K, 


et la formule (42) deviendra 

(46 ) r T *“((/(,- } )) = 17 2 i(/(I^))) = « - M. 

2 c/ .v-o 2 C' /> = Ü 
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Comme on aura d’ailleurs pour tous les points situés sur le con¬ 
tour OS , 

irr=Rcos/), j = Rsinp, s — lip, 

la formule 

(4;) /(*) — +(«,/) 

donnera pour chacun de ces points 

f{lip) = ^(R cosp, Rsin/>). 

Donc la formule ( 46 ) pourra être réduite à 

(48) - T”((4(Rcos/>, Rsm/>))) = N-.M, 

2 (/ ü 

% 

le signe étant relatif à la variable p. 


Corollaire V. — Si le contour OS se réduit au périmètre du rec¬ 
tangle compris entre les quatre droites représentées par les équations 


( 4 o) x — x 0 , x = K, y=y 0 , y —Y; 

alors, en supposant 

( 5 o) ^„<X, y 0 <Y, 

et la longueur 5 mesurée sur le périmètre du rectangle, à partir du 
sommet qui a pour coordonnées ir 0 , y„, on obtiendra les formules 


(50 c = 2 (X-x 0 )-t- 2 (T-y 0 ), 


(52) 


2(X-.r,,H-S(ï- /o ) 


X— .r„ ) -h Y— y 0 


(('/(*)))> 


dans lesquelles les côtés du rectangle sont représentés par les ditie-* 
rences 

. X —# 0 , Y ~/ 0 . 

D’autre part, les valeurs de x , y, exprimées en fonction de s pour 
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les points situes mi r le premier, h‘ deuxième, le troisième et le <|ua- 
frième eùte du reetan^le, seront respectivement 


./ ,r„ i s. 


y o i (.X- ) ; 

\ O ,v Y ; 

.>■ V |.V ,r (1 ) - 0 —.Ko)]; 


<•1 l'an aura, par Miilr, ru i*p;anl ii la formulr ( ' 17 ), 


7 ' * - 

/ * J 1 


7 \ 

/ U ‘Su./ 1 , r ü ) n, 

r ' * », * 


/'* ■» > > * / « !a \ , 1 • n / . u/'(.vi)i / (c|/(.f, Y))), 

1 / >. 1 ! \ . „ 1 \ 1 „ ' (f .>•„ 

7 1 \ « , i ’ \ -S V 

/ H A V I H / l I 'lu r ) )). 

i f •.! \ ï t , * V S , * { / \ „ 


h O vin 


Ai ./■ r ) )). 


llom\ ntt tirera de I Vquation ( V,» ) 


7. 7 \ 7 \ 

| j i«/‘\»o f n 1 *,* »r* t r H 11» i J u 'p( V,r > )) 1 

^1 7 ^ 7 ^ 

f - / U Al./*, >)U / U+(.e,„.>■•))), 

et la formule 1 D » donnera* dans l'hypothèse admise* 


ri r.. 
1 r 


O '\n *\ I J O ‘JO } n 


, 7 . 


Du N * M. 


Au reste* pour établir direefrment la formule ( )\ ) ('I, par suite* la 
formule { V* t, il suffit d'ohsener «pu 1 , dans le ras oii le eontour OS 
devient un rerîauide, les quatre parties de I iudire iuterrai 

Tuj\s» M . 

t / 1* 

rorrespirndanl au\ ijuaf re eûtes de re reetauj^le sont évidemment 

) X m Ai .#7 1 S1 1 «7 / ' 1 > Ai \, r 1 )). 7 U’J't^ 

r / « * * « / » ^ s> 

/ ■■ Ai * r i H» 

* f \ 



CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS. 


m 

et qu’en vertu de la formule (27) les deux dernières se réduisent à 



Théorème XI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème X, 
si la fonction w reste positive pour tous les points ren fermés dans le con¬ 
tour OS, ou du moins pour ceux où se rencontrent les courbes représentées 
par les équations (3s), on aura 



Démonstration . — Alors, en effet, M sera évidemment nul et,, par 
suite, la différence N — M sc réduira simplement a N. 


Corollaire /. ----- Dans le cas dont il s’agit, les formules ( 48 ) et ( j.>) 
deviennent 

(07) 5^ r «ï 1 '^^ (Rcos/>,Rsin/> ^) 

( n = ïm*.y*))) + ïï /)() 

(58) aL <J ";' ■ üy i 

[ ~~(Jl (('H a: o» J))) • 

Corollaire IL — f(x) étant une fonction entière de x, préparée de 
manière que l’équation 

(09) f{x)— O 

n’offre pas de racines égales, si l’on nomme u, e deux fonctions 
réelles de x, y déterminées par la formule 


(60) 

on aura 


J'(x + y\l- 1) = c -+- « \J— 1, 


do 

dy 


du 
à y 




de 

ôx 



du de dv ôu 

dy ôx 1 ^ dy ôx 5 


par conséquent 
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ot 


<h' <)u <)v ()k , ( ) u . * / ( ) v y 

<)v U y tKr \ U.r / 1 \ U,r / 


Or f oofto dornioro \aIour do cr no pouvant sYvanouir <|im dans lo cas 

ou Pou aurait 

(Ut <)y 

tt.r ().r 

oî» par suifo, 


Uo t i)ft 
U r t) r ^ 


/'( *o s r\ i ) o, 


•o‘ra ontioromont pusili\o pour los valours d(‘ .r, y propros à voriti(‘r le*s 
o?juaînuis i î? ) ot, par suit o, la formule* 


1 ’ 1 /{ .r î y \ -- i ) o, 

piîï%tjilo Ion (oniditions 

h 

fi v i y \ î t o, /'( .r i r \ •••1 ) o 

no poii\ont Mihsisf or simuitanômeotf lorsqtio IVupintion (n<)) n’odVo 
point tlt* rarinos ôj^alos. Il on rôsulfo qu<\ dans Thypolhoso admiso, le* 
lu uîiÎU’o \ dos \aluur> do u\ r propres à vûrifior I ’ôq u a t i o n ((>2) e k ( 
ooîTONpondaut a dos points si (nos dans Pinfmour du oonlom* OS, sénat 
dotmniiio par la lormuto 



Si lo oontour OS no rodait a tuir oiivonloronoo do ooroio dôorilo de* 
Pnrijçino oouiîuo oontn 1 a\oo lo rayon B, ou bient onooro au pôrimotre 1 
du roofan^lo oompris outre* le*s droites que 1 roprosemlonl. Ie*s eu|tia~ 
11 un 1 ji| k la furnmlo t K ><i t dovra ùtro romplaooo par la formule* (.*>7; 
toi i \H h Alors aussi los divorsos valenirs eh 1 .r f ;/ \ ■ 1, oorrospon- 

il.iut au\ points où so ronron!roront dans PinteVmur du oontour donne 1 
1rs omirbos roprosoutoos par le*s reptations ( 5 V), soront proensomeml 
rrllrs dos raoiuos roedlos ou ima^inniros de* Penjualinn (op) ejui n*m- 
plissont oortainos runelf lions, savoir : redite qui ollreutl un module 1 inlo- 
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rieur à R, ou celles qui offrent une partie réelle comprise entre les 
limites X et un coefficient de y/ — i compris entre les limites v„, V. 
Si d’ailleurs la fonction f(x) est de forme réelle, l’équation (Go) 
entraînera la suivante : 

( 63 ) — 

en sorte qu’on aura 

f(x -i-.y v / -^j) +/(«■ — y v — 0 

' - ---— . . . ■) 

2 

f(x 4- y y/— i) — f(x — y\J— i) 

2 \J— i 

et les formules (57), ( 58 ) coïncideront avec les formulcs-(i 74 ), (172) 
du Mémoire lithographié à Turin, sous la date du 27 septembre t 83 1, 
On déduirait avec la même facilité de l’équation ( 5 G) les autres for¬ 
mules contenues dans le Mémoire dont il s’agit, et relatives à la déter¬ 
mination du nombre des racines réelles ou imaginaires des équations 
algébriques ('). 



Théorème XII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème AC 
si le système des équations 

( 65 ) u ~ o, iv ~ 0 


ne se vérifie pour aucun des points situés dans l’ intérieur du contour OS, 
alors en nommant N le nombre des points oà se rencontrent, dans Cinté¬ 
rieur de ce contour, les courbes représentées par les équations ( 3 2). on 
aura 


( 66 ) 



Démonstration . — Pour déduire le théorème XII du théorème X, il 


( l ) J’ai appris que des démonstrations élémentaires de mes théorèmes sur les racines 
imaginaires ont été données, pour la première fois, par MM. Sturm et Liouville, dans un 
Mémoire que je ne connais pas encore, l’exemplaire qu’ils ont bien voulu m’adresser no 
m’étant pas encore parvenu. 
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suffit de remplacer la fonction v par le produit w. Alors, en effet, les 
équations ( 32 ) devront être remplacées par celles-ci : 


(67) 

et la différence 
(. 2 ) 

parla suivante 

( 68 ) 


u — o, mv — o, 


dv du dv du 
ôx ôy ôy ôx 

d(vw) du d(vw) du 

àx ôy ôy ôx 


D’ailleurs, les formules ( 65 ) n’étant pas simultanément vérifiées 
dans l’intérieur du contour OS, les équations (67) s’y réduiront à 
celles-ci : 


(3a) 


u — o, e — o, 


et, pour chacun des points déterminés par ces deimières, la diffé¬ 
rence (68) deviendra 


/ dv du dv du 
\ôx ôy ôy ôx 


= « ,2 . 


Donc, cette différence étant constamment positive, l’expression 



se confondra, en vertu du théorème X, avec le nombre total N des 
systèmes de valeurs de x, y propres à vérifier, dans l’intérieur du 
contour OS, les équations ( 32 ). 

On peut d’ailleurs observer que le nombre ici désigné par N est la 
somme des nombres représentés dans le théorème X par M et N, on 
sorte qu’on a 

( 69 ) At=M + N. 


Corollaire I. — Si l’on pose, pour abréger, 


(7°) 


y) — ~ u 


OEuvres de C ..— S. II, t. I. 


âv du 
dx ôy 


dv du\ _ viv 

ôy ôx J u 


$9 
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et si l’on nomme î(s) ce que devient l’expression <\>(x,y), quand on 
exprime les coordonnées rectangulaires x, y en fonction de l’arc s, la 
formule ( 66 ) donnera 

<70 

Corollaire II. — Si le contour OS se réduit à la circonférence d’un 
cercle décrit de l’origine comme centre avec le rayon R, ou au péri¬ 
mètre du rectangle compris entre les quatre droites que représentent 
les équations (49), on tirera des formules ( 48 ) et ( 55 ), dans le 
premier cas, 

( 72 ) jy= ~^ 2 ,t ((d 4 Rcos/>, Rsin/0))> 

et, dans le second cas, 

y))) 

La formule (y 3 ) coïncide avec celle qui termine le Mémoire du 
i 5 juin 1 833 . Seulement, à l’énoncé du théorème que fournit cette 
même formule, et qui est le théorème VIII du paragraphe 1 er , il con¬ 
vient de joindre la condition ci-dessus indiquée, savoir, que le système 
des équations 

a — o, tv — 0 

ne se vérifie pour aucun des points renfermés dans l’intérieur du con¬ 
tour donné. 
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RELATIVES A LA 


THÉORIE DES INTÉGRALES DÉFINIES, 


ET SUR LA 

CONVERSION DES DIFFÉRENCES FINIES DES PUISSANCES 
EN INTÉGRALES DE CETTE ESPÈCE P). 


Journal de l’École Polytechnique, XXVIII e Cahier, t. XVII, p. j4 7 ; i844* 


Ce. Mémoire est divisé en trois Parties dont je vais donner une idée 
on peu de mots. 

La première Partie est relative à la détermination des intégrales 
définies par les intégrations doubles. On sait, depuis longtemps, que 
la méthode des intégrations successives peut servir à fixer la valeur 
d’un grand nombre de transcendantes que les procédés directs de l’in¬ 
tégration ne sauraient déterminer. Toutefois, il existe deux manières 
d’appliquer cette méthode à la théorie qui nous occupe. La première 


(*) Le Mémoire qu’on va lire, présenté à l’Académie des Sciences le 2 janvier i8i5, a 
reçu quelques additions vers la meme époque. Mais, quoique cité plusieurs fois, particu¬ 
lièrement dans le premier Volume des Exercices et dans le XIX e Cahier du Journal de 
VÊcole Polytechnique, il n’avait pas encore été imprimé. Cependant, parmi les résultats 
qu’il renferme, il en est plusieurs qui paraissent pouvoir, môme aujourd’hui, intéresser 
les géomètres; et c’est ce qui nous décide à le publier. (Note de Cauchy.) 
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consiste à chercher des intégrales doubles que l’on puisse décomposer 
de deux façons différentes en intégrales simples; la seconde à trans¬ 
former une intégrale simple donnée en une intégrale double dont on 
puisse obtenir facilement la valeur. C’est sous le premier point de vue 
que j’ai considéré la question dans le dernier Mémoire que j’ai eu 
l’honneur de soumettre à la Classe et qu’elle a daigné honorer de son 
approbation. Envisagé sous l'autre point de vue, le problème se 
résoudra facilement dans plusieurs cas si l’on décompose la fonction 
sous le signe f en deux facteurs et si l’on remplace un de ces facteurs 
par une intégrale définie. Cette intégrale a souvent pour diviseur une 
des transcendantes que M. Legendre a désignées par la lettre F. On 
avait déjà fait ces remarques; mais il m’a semblé qu’on n’en avait pas 
encore tiré tout le parti possible. En suivant ces.idées, je suis parvenu 
à quelques résultats nouveaux, ainsi qu’à la démonstration directe de 
plusieurs formules que M. Laplace a déduites du passage du réel à 
l’imaginaire, dans le troisième Chapitre du Calcul des probabilités (*), 
et qu’il vient de confirmer par des méthodes rigoureuses dans quelques 
additions faites à cet Ouvrage. L’une de ces formules, fondée en partie 
sur la considération des intégrales singulières, fournit une nouvelle 
preuve des avantages que peut offrir en Analyse l’emploi des intégrales 
dont il s’agit- 

La deuxième Partie du Mémoire a pour objet la démonstration d’un 
théorème général assez remarquable, relatif aux intégrales simples 
prises entre les limites o et ce de Invariable. On déduit facilement de 
ce théorème les valeurs de plusieurs intégrales définies déjà connues, 
et de quelques autres qui ne l’étaient pas. 

La troisième Partie se rapporte à la transformation des différences 
finies des puissances en intégrales définies. Lorsqu’on suppose la va¬ 
riable positive, cette question se divise naturellement en deux autres, 
suivant que l’exposant de cette variable est positif ou négatif. Dans le 
second cas la question était depuis longtemps complètement résolut! 
au moyen de la formule générale que M. Laplace a donnée pour la pre- 

(*) Œuvres de Laplace, t. VIT* Liv. I, 2 e Partie, p. 128. 
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mière fois dans les Mémoires de l’Académie des Sciences, année 1782 ('). 
Mais on peut de cette première solution en déduire une infinité d’autres, 
par l’application des méthodes exposées dans mon dernier Mémoire. 

Dans le premier cas, c’est-à-dire lorsque l’exposant de la variable 
est positif, la question n’avait d’abord été résolue que pour des valeurs 
de ces exposants inférieures à l’indice de la différence finie que l’on 
considère [ voir les Mémoires déjà cités, et la première Partie de la 
Théorie analytique des probabilités, n° 41 ( 2 ,)]. Lorsque l’exposant 
devient supérieur à l’indice, la formule insérée dans ces Mémoires 
cesse d’être applicable, parce que l’intégrale relative à x qu’elle ren¬ 
ferme, et qui doit être prise entre les limites x = o, x — ce, acquiert 
une valeur infinie. Mais je fais voir que, pour rectifier alors la formule, 
il suffira de diminuer dans cette intégrale le numérateur de la fonction 
renfermée sous le signe f d’une fonction rationnelle et entière de x, 
assujettie à la seule condition de rendre à l’intégrale une valeur finie. 
Si l’on conçoit le numérateur que l’on considère développé suivant les 
puissances ascendantes de x, la fonction cherchée sera toujours égale 
à la somme des termes qui, dans ce développement, renferment des 
puissances de x inférieures à l’exposant de la variable. Le nombre de 
ces termes croîtra donc avec ce même exposant; d’où il est aisé de 
conclure que, pour la facilité des calculs, on devra restreindre l’emploi 
de la formule à des valeurs de ces exposants, qui surpassent au plus 
de quelques unités l’indice de la différence finie. 

M. Laplacc, ayant repris dernièrement la question, a donné dans la 
seconde addition faite au Calcul des probabilités (p. 47^) ( 3 ) une nou¬ 
velle formule également applicable à toutes les hypothèses possibles 
sur la valeur positive que l’exposant de la variable peut recevoir. Je 
déduis des résultats exposés dans la première Partie de ce Mémoire 
deux équations différentes, dont chacune peut remplacer la formule 
dont il s’agit, et qui, ajoutées entre elles, reproduisent une troisième 

(*) Œuvres de Laplacc, t. X. 

( 2 ) Ibid., t. VII, p. i 65 . 

( 3 ) Ibid., t. VII, p. 48o. 
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équation équivalente à celle de M. Laplace. Cette troisième équation 
transforme la différence finie donnée en une intégrale définie, qui 
renferme une constante positive, mais indéterminée, dont on peut dis¬ 
poser à volonté. Seulement, lorsque l’exposant de la variable surpasse 
l'indice de la différence, on doit éviter de donner à cette constante 
des valeurs très petites. On n’est plus assujetti à la même condition 
dans le cas où l’exposant devient inférieur à l’indice; et, dans cette 
dernière hypothèse, on peut même supposer la constante tout à fait 
nulle. On obtient alors une formule qui renferme des sinus et cosinus 
sans exponentielles, et qu’on peut ainsi déduire de la formule insérée 
dans les Mémoires de 178a, en appliquant à cette dernière la méthode 
fondée sur le passage du réel à l’imaginaire. 

Lorsque la différence finie donnée se j’apporte à une variable néga¬ 
tive, elle se divise en deux parties, l’une réelle, l’autre imaginaire. 
Mais on peut alors essayer de représenter séparément chacune d’elles 
par une intégrale définie. M. Laplace a résolu ce dernier problème 
dans le cas où l’indice de la différence donnée surpasse l’exposant de 
la variable. Je parviens à résoudre la même question dans tous les cas 
possibles, en supposant toutefois que l’exposant de la variable soit 
positif. 

Il me reste à indiquer un corollaire assez remarquable des formules 
dont je viens de rendre compte. L’une de ces formules m’a conduit à 
l’expression générale de la transcendante, que M. Legendre a désignée 
par T(a), en intégrale définie. On sait que pour des valeurs positives 
de a cette transcendante peut être représentée par l’intégrale 

/ x a ~' e~ x clx 

prise entre les limites x — 0, x — :o. Mais, lorsque a devient négatif, 
la même intégrale, devenant indéfinie quel que soit a, ne peut plus 
servir à représenter la transcendante dont il s’agit. Pour rendre géné¬ 
rale l’expression précédente, il suffit de diminuer l’exponentielle e~ x 
d’une fonction rationnelle et entière de x, assujettie a la seule condi¬ 
tion de donner à l’intégrale, s’il est possible, une valeur finie. Pour 



RELATIVES A LA THÉORIE DES INTÉGRALES, ETC. 4-71 

des valeurs négatives de a, cette fonction est toujours égale à la somme 
des termes qui, dans le développement de er æ , renferment des puis¬ 
sances de x inférieures à — a. La même fonction devient nulle toutes 
les fois que a est positif, et la formule générale rentre alors dans la 
formule connue. 


PREMIÈRE PARTIE. 

SUR LA TRANSFORMATION DES INTÉGRALES SIMPLES PAR LE MOYEN 
DES INTÉGRATIONS DOUBLES. 


Soit 


§ I. — Exposition générale de la méthode. 


f Xdx 

J a 


une intégrale relative à* et à laquelle les procédés directs de l’inté¬ 
gration ne soient pas applicables. Supposons de plus la fonction X 
composée de deux facteurs P et Q, en sorte qu’on ait 

X — PQ. 

Si l’on désigne par z une nouvelle variable, par R une fonction de x 
et de z, et par A une quantité constante, on pourra donner a'R et à A 
une infinité de valeurs différentes, de manière à satisfaire à l’équation 

(i) Q = A f R dis. 

J 0 

Cela posé, si l’on peut trouver pour R une valeur telle que la diffé¬ 
rentielle 

PRcte 


soit immédiatement intégrable, en faisant 


( 2 ) 



PRcte=:Z, 
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ou aura 


(3) fxdx = \f Zdz. 

*'0 d „ 

r b 

Par suite, si la valeur de l’intégrale / Z dz est connue, on en déduira 

immédiatement la valeur de l’intégrale I Xdx. Dans le cas contraire, 

l’équation (3) donnera simplement une transformation de l’intégrale 
proposée. Appliquons ces principes à quelques exemples. 

§ II. — Première application. 


X = — 
M" 


M étant une nouvelle fonction de j?; on aura 


z n ~i e~~ Mz dz 


Q = w = 


f s ~ 


On pourra donc supposer, dans le cas dont il s’agit, 


Z n-l e -z 


R = s a ~ l e~ Mz ; 


et, par suite, si l’on fait 


Z — z n-\ / Pe-M Zdcc, 


on trouvera 


/ ±-dx--d— / Z dz. 

J 0 M“ 


Exemple I. — Soit proposé de trouver, entre les limites x — o. 
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x = a, la valeur de l’intégrale 


J n 


e~ x dx , 


n étant <i; on aura 


P = e ~ x , M — x , 

et, par suite, les équations (5) et (6) deviendront 


(a) 

(b) 


Z 


;.„_l P C -*d + 


^ — z n -1 


•j _ g— 


/** i r z n -Hi 

I x~ n e~ x dx = t- / — 

.1 ■ n«u 


- g-tf(l-KO) 


é/c. 


Corollaire L *— Si clans l’équation (/>) on suppose a = ce, on aura 

oo 

f x -~n e ~x dx - T(i — «), ^( 1 ^.- 0 , 

0 

et, par suite, 

r M r.n -1 r j- — 

(c) T{n)T{i-n)= - -- = 

J 0 i-t-x smnr. 

ce que l’on savait déjà. 

Exemple. IL — Soit proposé de transformer l’intégrale 

r f'ri ri*?, 

J t 

m, n et a. étant trois constantes arbitraires. On pourra supposer 

( P — x m ~~ l e~ x f 

O) 

( M=« + æ. 

Cela posé, les équations (5) et (6) deviendront 


(/) 

U) 


-az I x m ~ l 

J o 


e ~x(l -fs) d œ ; 


„n — l o—az 


0 + s)' 


;T(m), 


r x x m ~ l e~ x dx _ T(m) P* z' l - l e~ az dz 

J ~~ f(/tj J u-e-r 


Œuvres de C. — S. Il, t. 1. 


Go 
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Corollaire I. — Si dans l’équation (g) on suppose a — o, le premier 
membre deviendra simplement égal à 



.w-i-/? e ~-x — X" ( m — n ), 


et, par suite, on obtiendra la formule connue 


(h) 


f 


S"- 1 dz 


O- 


0* 


T(n)T(m — «) 
F (/?0 


Corollaire II. — Comme dans les équations (g) les intégrales rela¬ 
tives à a? et à z sont prises entre les mêmes limites, on peut y rem¬ 
placer z par x; on aura en conséquence 


J. 


» oc 


1 dz 
t'i+'-r 



x n ~ 1 e~ ax dx 
{i x ) m 


a n 


æ n-l e ~.v 
X 

H- 

a 


O,la posé, l’équation (g) donnera ce résultat, remarquable par sa 
symétrie à l’égard des deux constantes m et n 


(O 





T (m) 

fW 


« ! 


Exemple III. — Soit proposé de déterminer la valeur de l’intégrale 

/ ^ 30 dx 

(•/') J* 1 )»^, 


a étant < m, et m étant un nombre entier. 

On aura dans le cas présent 

« = rt + i, ■ P = e~ sx {e~ x — i)"‘, M — x- 

et, par suite, l’équation (5) deviendra 
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On a d’ailleurs 


• / c -C*4s+l)a-( e -a-_ c lx ; 

’ J \\ 


(— i) ,w . x.2.3. m 


{S H- 5 ) ,V -h -3 -f- I ). . . ( s H— Z -[- ni ) 


I e -{s+z).r ( e -x __ , \rn —- ? 

«Ai 5 ■+" 

et, par suite, 

f e (*+=)^(c-a-_ i)'»rfa, 

« 0> 

Donc 

z _ (- - l)"A 1 .2 .3.>M 

“4“ 3 ) ^ ~t~ ! )... {S “h* 3 -t~ lit ) ( S Z ) ( .V -t— G —fr- î )... -J— 3 //4 J 

et, par conséquent, l’équation (6) deviendra 

(/) 


(-— i) m Ffw + O 


(— r) w r(m -h i) r 


z a clz 


F ( <7 H- 1 ) J {) [s -t- ^ H- i ). . .{S -t- 5 -h ni) 

Soit maintenant X le plus grand nombre entier compris dans a, et 
taisons 

« = >. + £; 

v • 

l’intégrale relative à s, qui se trouve comprise dans le second membre 
de l’équation (/), pourra être mise sous la forme 


f- 

7. u- 


J^ (.V -+- £ ) (.V -f- -S “+" 1 ) . . . ( S H- Z -|- TH ) 

On déterminera facilement la valeur de cette dernière intégrale, si l’on 
décompose en fractions simples la fraction 


{s -h z ) [s -h «s -+- i ). . . [s H- z -h ni ) 3 

et, par suite, on déduira de l’équation (/) la valeur de l’intégrale 

dx 


proposée 


/ e~ sx (e~x- 
J o 


• 0 " 


x a 
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Au reste on peut éviter la décomposition dont il s’agit do la manière 
suivante : 

Si l’on suppose la caractéristique A des différences finies relative à 
la quantité .y considérée comme variable, l’équation (k) donnera 


Z 


■a 
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Lu rrsuhal umnuidu avuu la fonnulu ( uf ) du ('aïeul des probahi- 
liit's , pauu ito | voir aussi lus Mémoires de /’ Aeadèmie des Sciences, 
amiiT i~Hu i 5 il. 


i 'orellaire /. Si dans Lanahsu prûuûduntu on supposu ^ . o, 

*/ duuundra un nombru onliur, et Ton aura A a. Dans lu mùmu uas 
un trmnrra 


A ’ « s ‘ i 

*/A'”** 

tin 

A' f * 

s \ r 1 o u. 

mu *i r: 

ti mu a 

z 

«•<>*»*/ n 


do 




! ) 1 




j Z #/;: i n" ‘ 1 A'" ( s a log.O, 


ut» par Miitu» 


i //1 


tî.r 


t l 

l'( u 


j.f. i 

A'" ( A-" 

I I) 


lotf.ï). 


Si dan» iT[ti* npiatiuu mi »upposr a <>, on olilicndra la dernifrf 
innuiili* do l'artn'lf fl du premier Livre des Prolxibi/ùrs ( [>. i f>r> ) (*). 

Si dan» la formule i n ) ou l’ai! v J t, ni r, el <|iie l’on itiii- 
plan- Vitt • il par lu produit i.'Ji.'i. u, on Irouvrra 




/ ; / i e , 

« !**•» / t 1 * 1 


A r (s fi Ioj».v). 


La ïihîi\ ullu uifu^ntlu riant prisa unfru lus liinilus / o, / on 
pourra utian^ur dans la fonnulu pruuuduntu / un t n \ on aura ainsi 


i f/i 



r 

i 


tit 


A'T.vMopr). 

tt 


Si dan> uuitu durnibru un fai! a 4~ i r * un ayant do plus û^ard à 

Lùquation rd A # ( L Iu^a i A' Jt ns f fog//,v| qui <‘sl toujours vraiu lors- 


i 1 f t )/\(h rm iit • / r. I, \ II, J*, i Mi, H t. \, J** ■ 

1 t //W, 4 î. \ II, |», li*S. 
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qu’on suppose a</% on trouvera 

' 't«- 


log< 


l us ~' dt- 


1 . 2.3 .(/• — !) 


A r [( ns)'- 1 log/w]. 


ce qui s’accorde avec les formules données par M. Legendre (troisième 
Partie des Exercices du Calcul intégral, p. 372 ). 

Corollaire II. - Si l’on compare entre elles les deux valeurs de Z 
trouvées ci-dessus, savoir 


(— i)' w . 1.2.3. m 


Zzzz z a A™ 


4-1). . .(S 4-5 -h //i) " ’ \s-i-z 

on en conclura 

\ = (— i) w . 1.2.3. m __ i) fft r(ffl + i)r(,y + z) 

Si dans cette dernière équation on fait s = o, on aura 


1 \ _ (— 4 - 1 ) T (s) 

s) ~ r(.î + w + ij 


A«f - ) = 1)- 

J 0 




: ~h 

Exemple IV. — Soit proposé de transformer les intégrales 

dx 


X 
I? 


e~ sx sin r x 


„ dx 

sx cos rx —, 
x u 


n, rets étant des constantes positives, et n étant < 1 . On aura pour 
la première intégrale 

Z = .—1 si „ r * dx = 5 »-> ’ — g -' t(Jt ' > ~ s) cosa/’-f- (s + s) sirifl/'] ; 

r* 4 - ( s 4 - z )- 


et pour la seconde 


--f 

fi 


Z = S »~> I cosrx dx = z»-' £±£± aIn . 

'o r J -+- {s H- z y 
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i Mi trouvera tlonc par suite 


I 


1 *' ' * mu r.r ti r 


V{ n t 


t* ) 


i , 


r?." l il:. 


I v * ;* t 


I*' r rusur a f s \ >z ) sin ttr 
r 1 | 


I r tl r lJ t’tis t\r tl t 


! 7 I 

i' 

V - 

'tl:. 

/ * # r sin nr ( .v i : ) rus ar 

V\ N ! 

! 

r ‘ 

i \ V f ! I 1 

r* ! n h5)*~ 


( omf/ttirr 

/. 

Si 

dans 1 rs 

npiaf ions i // ) un supposa <7 

vz % 

1*011 y fi \ 

*u t 

/i rf ,r 

un r-, ollrs dovimulronl 


\.( 


l r ’ 

sin r ^ tl:, 

f 

1 i i /M / r' ! ! t s ; )” 

n 

i.i 


*, * 

rus r « tl: 

/’ * * 5 ; 

1 i i n s t ' r' i i v i z) 1 

" fl Z. 

D’ailleurs, si 

1*011 

fa if r 

i 

fang’O* un aura* ni supposant 

n 


* 

r, 

r 

- i i * 

. tt sîn fi 0 

: tl: > 

i? Mil//TT ” 

1 /*' J l s'* ) ’ 



‘ 

i, 

i ’ 

» i v • /. 

:: 

: »th . i 

f J MUrt" " 

U “ i >V" 1 ’ 


rf 



- 

Fi // j Ti î // u 



I j*l;t poM\ ou aura 

t. 

* / ? 


( 


Mit n a v 

' star z Jz Ii n ), 


*/" ! vr 


r « »s ti 7 ,, 

1 r ■ n»*î /• m tl : i < ff ) i 


rt* «|ti i s'armait* a\ rr In** fonuu 1rs I pouvons par ïmi 1 er 
( amllturr //. Suif ru untiTaf 


i r 


». »*\ «: 


V79 

1 #• a ”r/c. 

*<• "w/5 

I <|ur 


fi » r \ 
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on aura 




R, 


cos n 9 __ (.ç — >V — j ) '' h- (.9 - 1 - r \! — i) 

- 2 

sin«0 _(s — r \J — i) - " — (.? -t- '• \/ — r)~" 


(r 2 + s 2 )- 


Cela posé, si l’on change s en k et r en x, les équations (/•) prendront 
la forme suivante 


O) 


(/,--.ry , -i)'"+(l- + Æ l /-i) _ i /** * 

'■* r(/tJ ./ 0 

(a- — ,rv/“) - "— (k-+-x\/- O - ' 1 _ 1 


COSuTj^ 


sin.z\s 


En dilTérentiant ces dernières une on plusieurs fois de suite par rap¬ 
port à k, on prouvera facilement qu’elles s’étendent à toutes les valeurs 
positives de la constante n. 


Exemple V. — Considérons encore les intégrales 

i (/c -+- x)~ H e~ sx si h /• x dx, 

J § 

/ ( k H- x)~ n e~~ sx cos r x dx , 

o 

k, s, n étant des nombres positifs quelconques. En faisant pour la 
première intégrale 

P m e~ sx sinr^r, M ■= k -h x. 


et pour la seconde 


on trouvera 

j (/c -h x)" n e~ sx si arxdx 


P = e~ sx cos rx, M ~ k H- x, 

4 


(n 


' .P*-*”- 


- }i c~~ sx cos rx dx : 


i r r 

r(«)J # /•’+(* + 

i r _ 

'n)J. /•* 


T(«). 




, s n-l e -kz ( l Zy 
Z n-\ e -kz d Zm 
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h\vt‘Mpit 17 . Suit propose* de trouver la valeur de l’in (Virale 

* ' sin"'.r . 

.r 1 * 1 f/ ' r ' 

m étant un imiuhre entier quelconque, et a un nombre positif* plus 
petit que fié. 

Un aura dans le ras présent 

a ti t 1 , V si n m j\ ÎV 1 .r; 

et * par untr, 

Z z“ I r ' •' si n /M .r < 7 ,r. 


Un tonnera «railleurs, si m est un nombre impair, 

t. . T./// 


I 


oîU '7,r 


et, h| m est un nombre pair, 

j * ^m^.n/.r 


M i ;Mit) f ce). . .(///* n z l ) 
V{ m i n 

a \ z’ À U {) i v J ),. .(///- t- c 2 )’ 


i , a. . . . . m 

,i I | ce H J ti 1 z')..A /// a ■ 1 * Z’ 1 ) 
17 m f n 

n i 1 :e)(iU i r.U.. .{n* 2 t- s’ J ) 


< tu aura doue par suite 

r sm * r 4 { 

i i /•> 1 


r ni - il i *’ z‘ { <lz ^ 

i,//, J ui c 2 )(n i z*)...(/»* \'Z*)' 
si m est on nombre impair 


ri 


r " tr ‘ r r/.i- 
I , * ’ « 


Soit tiiaiiiteaaiit tt 


I * * <■ -u j - 

î ;// * i » i v (l ** ^ 

l’,//. J J || ! -■* ! ( t ti I 3 -J ). ■ .(W a -+- 3") 
(lato le ras contraire. 


>. j ‘ J \ >, (•laiil 1(‘ [lins ^raïul ikhiiIht enlie 

V 

rniiipriH «laas a. i’mir déterminer la valeur de l'intégrale relative à s 


S », f. t, 


M/ 
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que renferme la première des équations ( u ), il suffira de décomposer 
en fractions simples la fraction 

z i 

(i+; ! )(9 + î 1 ).'..(nt’+5 1 )’ 


s.i A est un nombre pair, et la fraction 

z \-hl 


dans le cas contraire. On déterminera avec la même facilité la valeur 
de l’intégrale relative à s que renferme la seconde des équations (u); 
et, par suite, on obtiendra, dans tous les cas possiblés, la valeur de 
l’intégrale cherchée 


Au reste, on peut simplifier considérablement les calculs à l’aide des 
procédés que nous allons appliquer à l’intégrale 



0 


s\n m x 

x *-rï 


dx , 


intégrale qui se réduit à la précédente lorsqu’on suppose s = o. 


Exemple VIL — Soit proposé de déterminer la valeur de l’intégrale 


i 


X 


cos 2 s x --— dx , 


m étant un nombre entier, a et s deux constantes arbitraires, et 
a étant <^m. On aura dans le cas présent 

P = dos'isx sin"*.#, M = x ; 

et, par suite, 

■ » 

r Lz=.z a i e~ xz (ïQ§2Sx $m m xdæ. 

«'O 

D ailleurs, si l’on suppose la caractéristique A des différences finies 
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relative a la quantité s considérée comme variable, et que l’on déve¬ 
loppe le produit cosava?sin m ic en série ordonnée suivant les sinus ou 
cosinus des arcs multiples de oc\ on reconnaîtra sans peine que, dans 
le cas où m est. un nombre pair, 

m 

cos 2 s X si n" 1 « r= A" ! [ cos ( 2 s — m ) x ] ; 

et que, dans le cas où m est un nombre impair. 


ni - 1 

. ( — I ) ~ 

co s 2 .s* x s 1 n " £ cc ™ -———A" 1 [ si n ( 2 s — m)x}. 

Gela posé, la valeur de Z deviendra 

1 /n 

f—lV /*" 

Z = -—— z a I e~ xz A m [cos ( 2s — m)x] dx, 

2 A 

si m est un nombre pair 

(<’) ’ ( ct 

m — 1 

Z — -——- z a j' e~ xz A m [sin ( 2 s — m )x ] dx, 

*-0 

si m est un nombre impair. 

Pour achever le. calcul, il est nécessaire de distinguer deux hypothèses 
différentes, suivant que l’on a .v > — ou 5 < ~ * 

Première hypothèse . — Soit 


et supposons d’abord m pair. On aura 

J f e ~~xz [ cos ( 2 .v — m ) x ] dx — A m f e~~ xz cos ( 2 s — m ) œ dæ 1 

0 L-o J 

™A " 1 -- 

{ 2 s — m)*- 4 - z~_\ 

m 

(— O 2 f Z a+1 

Z = i_— A™ -;- 

2 m 1_(25 — - 
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Soit maintenant X étant le plus grand nombre 1 

compris dans a ; on aura, à cause de \<^nu 


AH 


^+2 


1(2 s — /;/)*■+“ 5 

si X est un nombre pair, et 


\ •+• 2 


4 A" 


( 2 s — ni ) 
( 2 $ — ni)* - 




À m 


___: U=(—O s a™ - 

(as _ m )i + 5 *J ^ j (s 


À ' 4 " 1 r ( 2,9 — 


2 S — M )- - 


_(2s — ni)' 1 

si X est un nombre impair. Par suite, on trouvera : 


dans le premier cas 

ni- t-\ 2 

, (—t ) 2 


s v A m 


(«’) 


(as — in ) >i+s 
( 2 s — ni Y -h 


et, dans le second, 

-+- À -4- 1 

z = LilLJZi A „ £ ( - >^ l+l 


\ 2 S — ni)' 1 


On a d’ailleurs 

X 


( 2 s — mŸ** ~i + 

- -r~t-:3 v dz ZZZ (2,9 — Jll) 

0 (2.9—//2) 2 +5 2 V ' 


dz 
+ 2* 


X 


(2S—m) x+1 ~1 X+ 

dz ~ (a5 — m) 


/ 0 (2^—^)' 

enfin 


rs 

■i 


un 


2S- 


2 SU)- 

2 V 


£ 

<t/g 


un 

2 COS — 
2 V 


r(a*- 


quand X est pair, et 


.ait . ait 

sm— = (— r)- sinl— 

2 2 V 


. <Z7T . U.7T 

sin— = (—i) - cos— 
2 ' 2 


f» 

r Lck 


entier 


■ /»y\ 


ni ) fl ; 


; sera. 
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dans l’un et l’autre cas, déterminée par l’équation 


j'zdz 


(— O 2 ™ 1 " 1 7T 


2 " i_M . a il 

S1 n — 
2 


A'" (2 s — m) a . 


Dans les calculs qu’on vient de faire» on a toujours supposé que 
m était un nombre pair. Si le contraire avait lieu, il faudrait substituer 
la seconde des équations (e) à la première, et l’on trouverait alors 


r 


Z dz = -—-4™-—— A m (25 — m ) a . 


cos- 


an 


En vertu de ce qui précède, l’équation ( 6 ) deviendra 


(*) ( 




et 


/ 


; dx — 

cos 2 sx sin m .r-- = (— i ) - 


2 ni+ -Y(a -h i) sin 


a 7i 


A" ? (2 s — m ) a , 


si m est un nombre pair 


c,o% 2 $x sin w a? 


dx 


(-0 2 


2 m+1 r(fl + l) COS 


<2 71 


A m (2 s — m ) a , 


si tn est un nombre impair. 


Ces deux dernières équations peuvent être comprises dans une seule 
et même formule, savoir 


(y) r 

J ù 


C0S2 5.T sin m #- 


dx 


jti-1-1 _j_ f)l 

2 m+i r(<7-H) sin-7i 


A m (2 s — m) a . 


Seconde hypothèse, — Soit maintenant 


•S‘< 


et supposons d’abord m pair : les quantités 2s — m, 2s — m — 2, ... 



m 


MÉMOIRE-SUR DIVERSES FORMULES 


deviendront négatives, et l’on aura 

cos (25 — m)œ — cos (m — 2 s)x> 

COS( 2 S — m -f- 2 )x “ COS(/?i — 2 5 — 2)x , 

.J 

ni 

A " 1 cos(2s — m)x =. cos {m H- 2 s)x --cos(w -t- 2.? — 2 )x -t-... 

-+- cos(/« — 2 s)x — — cos ( m — 2 s — 2)x 

On pourra en conséquence, dans toute la suite des calculs, remplacer 
celles des quantités 

2.v — m, 24— m -+- 2, 2 s —/« 4- 4 , •••, 

qui seraient négatives, par les quantités positives correspondantes 
1/1 — 2 s, ni — 2 4— 2, 1/1 —2 4 ' — 4 , 

et, par suite, pour corriger l’équation (/), il suffira de remplacer dans 
le second membre de cette équation la différence finie 

A "'(24 — tn) a = (24 -+- m ) a — j{ 2 s + m — 2)“ + ... 

ni 

H- (25 — m) a -- (25 — /h — 2) a 4~ . .., 

par la somme des deux séries 

(m -H 2 s) a -- (m-\- 25 — 2)^4-, 

m 

(ni — *2 5 ) a -— 2 5 —2)^4-..., 

dont chacune doit être prolongée seulement jusqu’au dernier des termes 
qui renferment des puissances de quantités positives. 

Si donc on fait, pour abréger, 

S œ = {/Il -+- 2 4 )“— y i m -t~ 24 — 2 )° + . . . , 

v ni , 

— 25 ) a - (m — 25 — 2 ) a -f- . . ., 

1 » 


T a = (m 
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.■il évoluant di‘ chaque série les |uiissimees de (|iian(ilés négatives; ou 
aura, dans 1 h\ |>othèse que l'on eonsidère. 



. ti.V 

riH i \ r mu ,r 


*»/« * 1 T |,/ 1 \ sin a 1 m r. 


* S„ -h T„). 


Supposons 

maintenant m impair 

■- Dans ee cas on devra 

substituer 

la seconde dt 

*s équations \ 

! e ) à la 

première, e| remplacer 

en ronsé- 

ifUrnre, dans 

Hn terrain re 

lativr ii . 

r. 


y 

fJ | mis » v mi 

r | par A'"| sin( 'kv ni )./• [. 


Ifailirurs, 

m riant impair, le 

dernier terme de la 

différence 

y 1 siuf v 

m m*|» savoir 

sim ?..v 

ni )j\ sera affecté du 

si^ne 

et comme on 

a tir plus 





st n i « \ m i 

r 

sin ( m *>..v ) j\ 



sim * v m 

» *M r 

sin( ni ».v *4 ).r, 



*m trou\rra 

A' 4 " \ Mil » # i ttt r 


si u i nt i ’î,m‘ 


ni . , 

sut (ni i -à s 

t 


•>.).r t ... 


! sin( nt *i s 


m . 
sim ni 


' >, S *4 ).r . . .. 


î ela jii f si * f i! rst farile de \uir (| ut 1 dans ee ras, romnu 1 dans Ir préré- 
dnif, il suffira. pour rurri^rr lYijuatinu { y k de remplacer 

A n n m i 8 par S„ i T,,. 

\ i ï i s t i* »n i s) s««ra egalement vrair et dans le ras ou ni est un 

nombre pair, H dans rrlui oit m rsl un nombre impair. 

i )ftift(tnfe /, Si a rst un nombre entier, on aura 

A H * i\ m < 1 o. 


Si dans Ir mémo ras nu suppose <jue a ! m soit un nombre impair, on 
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aura 


. a -+- m 
Sin- 7t : 


et, par suite, l’équation (y) donnera 


(«') 


f 


CO S 2,9 «2? Slfl m 3? - 


dx 


Mais, si <2 -+- m est un nombre pair, ou, ce qui revient au même, si 
les deux nombres entiers a et m sont de même espèce, on aura 


. ci -f- ni 
sin- TT = o : 


et, par suite, le second membre de l’équation (y) se présentera sous 
la forme ~ Pour déterminer sa valeur dans cette hypothèse, il suffira 
de différentier, par rapport à a, le numérateur et le dénominateur de 


la fraction 


ü m ( 2 s — m ) a 

. g H— ni 
sm-7i 


qui se trouvera ainsi changée en cette autre 

A"‘ [( 2 s — m ) a log ( 2 s — ni )J 
tc a -f rn 

— cos- 71 

2 a 

Si dans cette dernière on suppose a-t-rn entier et pair, on aur; 


cos- 


t-i 


l’équation (y) se réduira donc alors à 


(b') 


f. 


cos2 sx sm m a?- 


dx 


: ( O * 


rf (a H- 1 ) A "‘^ 25 “ m )“ lo g ( 2 s - m)]. 
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i'nroliitirr II. .- Dos remarques analogues à colles qu’on vient do 

taire, relut iveinent à l'équation l v), s'appliquent, à l'équation (s) : et, 
en eifct, suit toujours a un nombre entier, et. supposons d’abord que 
« m soif un nombre impair; on aura évidemment 


S„ ■■ T„ A"'rs.* " 0 “ o, 

a » m t 

a » m . „ 

Mil j: ( — i) * ; 


*t, par ^uite, l’équation s c. ) deviendra 


<l.r 


ru*.'S.v 4 -.ni \e 


0 


IV' I- 0 


s„ 


I I ) 


IV' I 0 


T„ 


Soit, en seeoud lieu, a • m un nombre pair; on aura 

S., • T, A'"fov mY‘ o, 

, a > m 
MU TT U. 


Dans refit* hjputhese le seeoud membre 
tera sotts la forme ( * Mais, pour obtenir 
ditl'ereutier, par rapport il a. la fraelion 


de l’équation (s) si 1 présen- 
sa vraie valeur, il suflira de 


S, t T, 

, t( * m 
MU 


Un du ndti* maniuru 


i V i 


■'* 

i 


ru*i t v J" Mü ,n 


if.r 


I ! 


A wl l{ 

» U 


A 


- fit )' f l0tf(a.ï " m ) I ’ 


pourvu «|Ue dans le développement de la différence finie 


X m U us — m )* log(a.v — rtt)\ 

(Va 


i * »lc <\ V H» i 1 
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on remplace les logarithmes des quantités négatives par ceux des 
mêmes quantités prises en signe contraire. 

Corollaire III. - Si l’on donne à s une valeur nulle, on aura évi¬ 
demment 


On devra donc alors employer l’équation (s); et, comme on aura dans 
le même cas 


s„=t„=, îiCïr 

J 1.2 


-I) 


(ni — 4) a - 


l’équation (z) deviendra 


(e>) 


r ■ dx 

/ sm*ar—: 


_ . . . a -h ni 

2 m 1 (a -h I) Sin---7T 


— — (m — 2)“+ —h) (m — 4 ) a 


Dans cette formule, la série du second membre doit être seulement 
prolongée jusqu’au dernier des termes où la quantité renfermée entre 
parenthèses a une valeur positive, c’est-à-dire jusqu’au terme 

m(m — 4 - 2 ^ 

-—- - 2 a , 

2 m — 2 

1.2.3.. 

2 


dans le cas où m est un nombre pair, et jusqu’au terme 



2 


dans le cas contraire. 


Corollaire IV. — Si, a étant un nombre entier, a + m est un nombre 
impair, l’équation (V) fournira immédiatement la valeur de l’intégrale 

r • , M dx 

J sia 
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M:iU ’ si a . t'sf un numbro pair, lYquation (V ) dovra ùlru nunplaoéo 
par la f’nruiulo Miivauto 


-/ ■ \ 




d.v 


i il ? 

Ci-/ ■ i) 


„ l !» 

*"K'» ( (Wi —•.).)" Iok(w — 


■ W "* Dans les calculs prôoôdenls nous avons toujours sup- 
l ms, ‘ a. ■' w . Oftu condition est necessaire pour que les valeurs dos 
in!i»wral«*s 


I ros w .v./' m 


t/.r 


I sia'".r ' Ar . 

f t f*U I 1 


no deviennent pas iniiiiios. Kn elle!, pour oliaouno de nos intégrales, 
la paî tio comprise entre 1rs limitus .c <>, .r % ( a élanI uni' quantité 

lft% jtWiît» | osf soiisî b loiuoiif égal*' a 


/ 


4.t 


!«»)" 


m — (t 


» it ni 

J - 


j \ ti ni 
O 


* 4 t **oîto partie ne jh*uI rosfor finir qu'autanf <ju(* m — a ost. une quantité 
jHtsifivt*, 

tCevmpie 17//. Soit proposé do détorminor la valour'do rinléf*ralo 

/ ’* . , 4,t 

t MH *». V»/* 

f ytt » 1 


m Haut un noiubro onlior, a ot .v doux oonstantos arbitraires, ot 
a ôtant * ^ m t i. 

11 serait faoilo d’ohîenir la valeur de l'intégrale j>roposoo par une 
iuiahnr semblable à relie dont nous avons lai( usa^e dans l'exemple 
j»r«*rt*i|i*nt. .Mais on arme plus promptement au mémo hu( do la 
manière suivante. 

Supposons d'abord ^ ”* • Si Ton dîHèrent io, par rapport, à ,v, lus 
«liui\ membres do la formule ( y ), on ayant é^ard a l'équation 

a i 

l*I,o « if i\o) ' 
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on trouvera 

{g') f = - a + m ^ m ^s—rn) a ~ l . 

4 2 m-t-i r(a) sin- iz 


Si clans cette dernière équation on change a en a 4- x, on aura 

. a m -h 1 


a-\-m 

sin-— 7 i = cas- tt, 

2 2 


et, par suite. 


(AO r s 

t / 0 


sin 2sxs\n m x 


dx __ TT 

x a+1 „ „ a -f- m 

2 m+i r a H-i) cos-71 


A m (2«s — m ) a . 


Comme l’équation (y) subsiste seulement dans le cas où l’on aa<m, 
et que pour obtenir l’équation (A') il a fallu changer a en a -f- 1, il 
semble, au premier abord, que cette dernière équation exigerait la 
condition suivante 

a < m —1 » 


Néanmoins elle subsiste dans le cas où a surpasse m — 1, et même 
dans celui où a surpasse rk, pourvu toutefois que l’on ait 

a < m -f-1. 


C’est ce qu’il est facile de vérifier en cherchant directement la valeur 
de l’intégrale 


f 

v O 


sm25Æ? sin m ^r 


dx 


par la méthode que nous avons employée dans l’exemple précédent. 
En effet, cette méthode est applicable temtes les fois que l’intégrale 
proposée a une valeur finie; et, comme pour de très grandes valeurs 
de x, la quantité 

sin 2 sx sin" 1 ^ 


est sensiblement égale à zéro; pour que la condition qu’on vient 
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d’énoncer soit remplie, il suffira que l’intégrale donnée conserve une 
valeur finie entre les limites x — o, x = a (a étant une quantité très 
petite). D’ailleurs, comme entre ces dernières limites on a, à très 
peu près, 

dx C” o.s 

/ sin2sa?sin w &—— r z= 2 si x m ~ a dx =--- \a m ~ a ~ {ri — 

J x a + l J o m - fl+i ' 4 

la condition dont il s’agit se trouvera réduite à la suivante 


»</» + 1 . 


Supposons maintenant s < Si l’on différentic par rapport à s les 
deux membres de la formule (s), en ayant égard aux équations 




^ S«-i, 


dTg 

ds 


T ( a ■+-1 ) F ( a ) ds 

et que l’on change ensuite acna + i,on trouvera 

dx TT 


■»T W , 


si 00 

(* v ) / ^ 

d 0 


sin25« sin" 1 ^; - 


x a 


2 m+i r(s + l) COS 


a -+- rn 


■(S«-T a ). 


-Tl 


Cette dernière équation peut être démontrée directement, ainsi que 
la formule (A'); et, comme cette formule, elle exige seulement que 
l’on ait 

a < m + 1. 

Corollaire I. — L’application des formules (A') et ( i') ne présente 
aucune difficulté dans le cas où, a étant un nombre entier, a -{-m est 
un nombre pair. Mais si dans la même hypothèse a-\-m est un nombre 
impair, les seconds membres des équations (A') et (i') prennent la 
forme indéterminée ~ Dans ce dernier cas, il est facile de voir que 

chacune des équations dont il s’agit doit être remplacée par la sui¬ 
vante 

rt + OT-1 • 

r°° /_j\ 2 

(k f ) I sin^^sin" 1 ^ —^ rz —- -- A” 1 [(2s — m) a [og(2$ — m)], 

Jq æa ’ + ’ 2 ,n ï (a 1 ) 
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pourvu que dans le développement de 

A"‘[(2S— m) a log(2S — m)] 

on substitue aux logarithmes qui pourraient affecter des quantités 
négatives les logarithmes des mêmes quantités prises en signe con¬ 
traire. 


Corollaire IL — Si dans l’équation (i') on suppose s = o, on aura 

S«=T a , 

et, par'suite, l’intégrale relative à x s’évanouira; ce qui d’ailleurs est 
évident, puisque la supposition s = o fait évanouir le facteur sin isx. 


Corollaire 111. — Si l’on suppose a — m, on aura 


A m (as — m) a =z 1.2.3.a = r(« - 4 - i), 

a H- m 


cos- 


-ir=(—O"*; 


et, par suite, l’équation (h') deviendra 

.... T 00 . . dx . . 7T 

(/') J # smasÆSin"®^ =(-i)“ 


Cette dernière équation suppose s> — • Ainsi l’intégrale 


/' 


S1Q2 SX sm" 1 #- 


dx 


conserve la même valeur, quelle que soit d’ailleurs celle de la quan¬ 
tité s, pourvu que cette quantité reste comprise entre les limites 


S “ 00. 


Si l’on différence m — a fois de suite par rapport à s l’équation (/'), 
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on trouvera 

i l cosas^si 

J 0 

et 

U 


dx . . 

sin w ^ TtfThî “ °> si a -f- rrt est un nombre impair 


si 11 2 sx sin" 1 ^? - 


dx 


x a 


- O. 


La première de ces formules coïncide avec l’équation («'); la seconde 
n’est qu’un cas particulier de l’équation (h'). 

§ III. — Deuxième application. 

Faisons successivement 

X = PX„ X = PX 2 , 

X, et X 2 étant respectivement déterminés par l’équation 
(k±x\J— i) -B =X 1 q:X s \/—ï» 

de laquelle on tire 

( k — x \j — i ) -,t -H ( k -+- x \j — i)~” 


X,= 


x 5 


(k - g y/=l)~ tt ~(k + x\J =\)~ n , 
2 \/- 1 


et n étant un nombre positif pris à volonté. 
On aura, en vertu des équations ( s) (§ II), 


(7) 


I Xi = pT—. f z n ~ 1 er kz COSÆ 5 ds, 

1 t n )J a 

X 2 = = ■ ■ - f s’ 1 -* e~ kz sin xs ds. 

A ( n ) J 0 

Si donc on suppose X = PX,, on aura 


A = ’K = s’ l - i e~ kz <MSxsi 

I (n) 
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et, si l’on suppose X = PX 2 , 


A = 


F(/i) 


R = z n ~ x e~ kz sin æz. 


Par suite, si l’on fait 


Z 1 = z n ~ x e~ kz f P cos xz dz, 
do 


(8) 

\ 

f* lt 


f Z 2 “ z n ~~ x e~~ kz 

\ •> 

f P si nantis, 

’ 0 

on aura 


^ 1s 

* 

il 

rlJ. Z 

(9) 

J r* a 

I r 00 


1 / PX«, dx = 

r , x / 


1 / 2 

\ «/o 



Exemple 7. - Considérons à la fois les deux intégrales 

,-ï oo 

A = / X,e -M cos rxdx, 

do 

‘S* oo ' 

B = I X 2 e _sæ sin rx dx ; 

do 

X, et X 2 ayant les mêmes valeurs que ci-dessus. On aura pour la pr 
mière intégrale 

/% 00 

= z n ~~ x e~~ kz / e~ sx ooszx oosrædx, 

d 0 


et pour la seconde 


-/■ 

«'O 


Z i —s n - i e~ kz \ er tx %\nsx zmrxdx. 


On trouvera par suite 


n> oo 

r l x ± r L^~ z n ~ x e~ kz / cos(r qi z)xdx-=z ~ 

o 


*'-+ (r 


e -kz t 


A - B = rèôX" (Z,±z ’ ) * = i^)X 


*)’ 


1 e -kz c { z 


et 
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Cette dernière équation se décompose en deux autres, savoir : 


(«') 


d’où l’on tire 


A-+-R 


A-B: 


■n-— f —, - y— - ï s" e~ kz dz. 


T( 


[ __ / _ '1 _ -"— l e kz d~ • 


(«') 


^ k '~ zT ( n)J «»+(,- 

I 


B ~ 


z tl " 1 e~ kz dz 


f-. 


J a * ! +(''+5) ! 


:" -1 e~ kz dz , 


a\n) 


f ---- “ 1 e~ kz dz 

J s ^ (r . -Xi 


•=) 2 


} 

f* --- -z"-'e~ kz dz\. 

,/ o s*+(r + z)* J 


Ainsi les intégrales proposées qui renfermaient explicitement des 
imaginaires se trouvent ramenées à d’autres intégrales qui n’en ren¬ 
ferment plus. 

Corollaire h — Si l’on suppose r = o, la première des équations (V) 
deviendra 




1 


Quant à la seconde, elle donnera B = o, ainsi qu’on devait s’y attendre. 
Corollaire H. — Si l’on suppose s — o, l’intégrale 

r _£_ 

,/„ s *+(/•+-)'■ 


1 e~ kz dz 


s’évanouira, et, par suite, la seconde des équations (/?') donnera 

A - B. 

D’ailleurs, si l’on suppose s très petit, l’intégrale. 

/ --£- e -kz ds 

J.. s*+(r—zf 


ORuvres de C. — S. II, t. I. 


63 
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n’aura de valeur sensible qu’entre les limites 

s = r— a, s—r + cc. 


y. étant une quantité très petite. Par suite, si l’on désigne par 'Ç une 
nouvelle inconnue qui puisse varier seulement depuis £ = — a jusqu’à 
'( = a, on pourra, dans le cas dont il s’agit, supposer 

<5 ~ f H- S* 

On aura à très peu près, dans cette hypothèse, 

z rl ~ 1 — r n ~ l , e~ kz — e~ A ' r ; 


et, par suite, l’intégrale 



s 

s r +(/'-5)-- 


■ n-lg-kzrfz 


sera sensiblement, égale à 


r n-\ e -kr C _£^L. 

On a de plus, entre les limites '( = - a, l = r. 


sdç 


Ainsi, dans le cas où l’on suppose s très petit, la première des équa¬ 
tions ( n !) devient 

A + B = - /•“-! g-kr arc tan g f . 

Si dans cette dernière on suppose / = o, on aura 
. A=B, 2 arc tang j = r., 


A = B 




et, par suite, 
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En remettant pour A et B, X, et X 2 , leurs valeurs respectives, on 
trouvera 


W) \ 


if- 

\ J P 


{k — œ \j — i ) n -i- ( k -b œ \! — i )' 


cos rx dx : 


2 T{n)‘ 
7 i u 

_ sin rx dx —- 

a v/— i 2T(n) 


“ ( k - x v/— 1 ) ,l — b-t-W— >) * c .„ 


,.n— 1 z>—kr 


r n~i e ~ 


Le succès de l’analyse précédente tient, comme l’on voit, à cette 
circonstance particulière qu’entre les limites s = o, s =r très petit, 
et dans le cas où l’on suppose après l’intégration s = o, l’intégrait' 

I - — t~ -^ •s" -1 e~ kz dz obtient une valeur finie égale à Jÿ - v r H ~ ' e~ kr . 

L’intégrale dont il s’agit ici est une de celles que nous avons dési¬ 
gnées dans le précédent Mémoire sous le nom d 'intégrales singulières. 
On a ainsi une nouvelle preuve des avantages que peut offrir la consi¬ 
dération de cette espèce d’intégrales. 

Si l’on suppose, dans les équations (</'), k = n, r = i, et qu’on les 
ajoute ensuite, on obtiendra la formule que M. Laplace a désignée par 
la lettre (O) [p. i34 du Calcul des probabilités (*)]• 


Corollaire III. — On peut déduire des équations (q’) plusieurs consé¬ 
quences dignes de remarque; et d’abord, si l’on suppose n entier, les 
imaginaires disparaîtront par le développement des puissances, et l’on 
.obtiendra, en’faisant successivement n = i, n = 2 , n = 3, ..., plu¬ 
sieurs équations à l’aide desquelles il sera facile de déterminer les 
valeurs des intégrales 


C“ cos rx , ‘ ,rsin/-.r , 

/ TT 7 . -rr- dx, I —T- -:— dx. 

J 0 j o a- 2 -+-^r 

Par exemple, si l’on suppose n — 1 , on trouvera 

/“” COS rx , 71 ,, P x xsh\rx , 7: 

/ T* - 7 dx — —J e ~ k ’, / -n, - 5 - dx = - e~ 

J k* + x> 2 A- J A 2 -t- x 2 2 


A-r 


et ainsi de suite. 


. ( A ) OEuvrcs de Laplace , t. VII, p. i 3 G. 
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Supposons en second lieu « — m étant un nombre entier quel¬ 


conque pair ou impair; si l’on fait 


k( r 

X — - ( Z - )j 

2 


kr m 2 s j 


les limites relatives à la nouvelle variable z seront s — i, z-=o c. On 
aura de plus 


(X ±«v ; -O s = j 


> -0\/-iJ, dx ^ ^ (^s + ds; 


et, par suite, les équations ( q') deviendront 


: + '"+[ 5 + 1+(5 — ijy—t| 

2 


I - ( 4 ) ] 


- COSSUS — ^ cl,Z 


7Û.V- 


/»* w , / 

( - T (-y 


[.^4-1 (z i)\ ' i] m —[s+ï+fs—Ov/- 


\/—i 


—— sinsf s — ) dz 


“ 4™ I 


Si dans celles-ci on développe les puissances, les imaginaires dispa¬ 
raîtront. 

Ainsi, par exemple, si l’on suppose m = i, on trouvera 


_l_ i\ f s 1 t z O C *1 +[-s + i + (s — i) ^/— i] 1 5 + 1 

‘ l 2 Z 

+ i)+ii-'~[-4-i+(s— _ z—. 


r (-, = r ! 


et, par suite, les équations (r') donneront 


(O 


; + -_-) cossu — IWs: 7r ‘ Ér 


2 ‘s- 


I 


-sin si z - 


n-e- 
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Os dernières [)ouvcnt aussi sc mettro sous la forme suivante 



Ces. résultats coïncident avec les formules que nous avons données 
dans notre premier Mémoire sur les intégrales définies (I ie Partie, 
§ II, exemple III). 

Si dans les équations (>') on suppose m = 3, on obtiendra les 
formules 


(«') 



I 


du 


(2s t: y 1 e~- s , 


dz 


I 

(2 S 7Tj“ 2 É?" 2 % 


qu’on peut aussi présenter sous la forme suivante 




dx = (a s 7i ) 2 e-- s . 


dx■— 2s < 


et ainsi de suite. 

Revenons maintenant aux équations (y'). Si l’on désigne par m un 
nombre entier quelconque inférieur à n, et que l’on différence m — i 
fois de suite par rapport à r les équations (g'), on trouvera, pour le 
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cas où m — i sera pair, 

Z"* 30 (a* — a? v/— ï)”*" -H H- ^ \/—~Î" , , 

f ^-1----- jc m "~ 1 cosr^r dx 


m — 1 

(— i ) - TT af '”" 1 (/■ /g ~~ ~ 1 e 
2 F (/*) r / r /;? — A 


r Xv/ ~ ir li* + sinr.rrf*: 

ii 2 y — I 


(—î) 2 7i 1 g 

2 É (n) dr' n ~~ 1 


Si m — i était un nombre impair, il faudrait dans les premiers membres 
des équations précédentes changer les sinus en cosinus et récipro¬ 
quement. 

Si l’on suppose r=o, m étant inférieur à n par hypothèse, les 
seconds membres des équations ( w') s’évanouiront. On aura de plus 
sin/\ 2 ? = o, cosra? = i; et comme, pour passer du cas où m est un 
nombre impair à celui où m est un nombre pair, il faut changer dans 
les premiers membres de ces équations les sinus en cosinus, en faisant 
successivement l’une et l’autre hypothèse, on trouvera 


I r {k-x y/=nf) " -+- O -h .r si- 1 > " 
J 0 


[x') 


et 


J, 




• x y — i 


si m est impair, 


)-”-( k + x jzr,)-> 


2 \/— I 

si m est pair. 


œ m ~ l dx — o. 


a? m_1 dx — o, 


Au reste, il est bon de remarquer que m<^n est la condition 
nécessaire pour que les intégrales (a/) conservent une valeur finie. 
Ainsi ces intégrales seront toujours nulles, lorsqu’elles ne seront pas 
infinies. 

11 est facile de vérifier cette conclusion par un simple chan¬ 
gement de variable. En effet, si dans les équations (a?') on fait 
a? = ÆtangM, on aura 


TC 



m —1 


u cos n ~ m ~ l u cos nu du ~ 


O, 


si m est impair 
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et 


% 



U cos"~ m ~ 1 « 


sin nu du = o, 


si m est pair; 


ce qu’il est très aisé de démontrer immédiatement. 

Si, au lieu de différenticr par rapport à r les équations (q'), on diffé- 
rentie plusieurs fois de suite, par rapport à s, les équations (r'), (Y), 
(Y), («'), (V), on déduira de ces dernières plusieurs formules assez 
remarquables. Mais nous ne nous arrêterons pas plus longtemps sur 
cet objet. 


Corollaire IV. — Si l’on compare la seconde des équations (V) avec 
la première des équations (t), on obtiendra la formule suivante 

! /* 1X1 

I (k æ)- n e~~ sx smrx dx 

I <yf ° 

] ( k — x \J —O - ’" 4- (k-hx \/—i)~" , 

U } \ Jo 2 

f x (k — x\j —i'T 11, — (k-+-xy —i')“ 72 . , 

J ---,---- e~ ix sin.ç^r dx. 


«y 0 


2 y/” I 


Exemple IL — Considérons à la fois les deux intégrales 
G — f X t e~* x si nrxdx, 

«y n 


r» !» 

I) / X 2 e ' sx co s r x dx y 

J O 


X, et X 2 ayant toujours les mêmes valeurs que nous leur avons précé¬ 
demment assignées. On aura pour la première intégrale 

J r* oo 

I e~ sx coszx sinrxdx, 
o 


et pour la seconde 


Z 2 = Z n-i e -kz ! e~ sx sinzx cosr x dx. 
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On trouvera par suite 


l t ± f 

d O 


e~ sx s\n(r±z)a:dx=: —-f—- ; 

o 5-+(/-±=) 3 


■ n — 1 p—kz 


et 


c±n = iAd> ±z ’^ = rkf 


n— l Q~kz fl-* 


s 2 +(/-±sp 

Cette dernière équation se décompose en deux autres, savoir : 


(*') 

d’où l’on tire 


c+# =rfeX’?TF^*’-*-“‘ b > 


(«") 


,C 


f D ■ 


2 r 


2 r ( n ) 


■ r r -f- 

1 «*+(/•- 


— s ” -1 e~^ - 


- / — ---; 5 n -‘ e-* 3 ds I, 

Jo * S -K/—-) 1 J 


' r^L±l— Z n- le - k ; dz _r_JjZ 

J s*-+(r + S y- I S i -i- (r 


e~ kz dz — \ ---- Z n~^\ e ~ kz dj. 

-0 «M-O— s)‘ 




Ainsi les deux intégrales proposées, qui renfermaient explicitement 
des imaginaires, se trouvent ramenées à d’autres intégrales qui n’en 
renferment plus. 

Corollaire I. — Si l’on suppose r — o, la seconde des équations (a") 
deviendra 


(b") 


/‘ 


X 2 e”^ dx : 


W 


r.2 1 


z n ~ l e- kz ds. 


r ('-^o 

Quant à la première, elle donnera C — o, ainsi qu’on devait s’y attendre. 
Corollaire IL — Si l’on suppose s = o, les équations (a") deviendront 

\£ < è=s E^£F ^1 


(c") 


\pi^i 


) n —(k-hx\fLLl) 


2 \/ —U 


_L_ C-^—e- k 

T (n)l r’—z“- e 


Z dz. 


co s rxdx 
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Corollaire 111. — Si l’on compare la première des équations (V ) avec- 
la seconde des équations (?), on aura 

I j ( k + '£ )~~ n e~ sx cos rx dx 

(cl") ) = /* - -- W v/ '~ + * v/ ~ 1 r ' 1 e- 

+ ^ ( /l ‘ — x\l~~i)~ n — (k-*rx\l~ i)"" 




2 y — I 


cos.? j? r/^?. 


§ [Y. — Troisième application. 


Soil 

On aura 

( IO) 




2 COS2.9£ 


„i _L o / ** 
a £ u ‘ — — j / e*"*- 2 

Tl “ *' 0 

On pourra donc supposer dans le cas dont il s’agit 

<2 

À=—p H = e~ xz * C 0 S 2 SZ ; 

rx 

et, par suite, si Ton fait 

/** 

(11) Z ” COS 2,9:3 / P {T”* 5 * ûfo?, 

0 

on aura 

( 12 ) 


f 


'» X J _ 

P .r - e x dx - 


A / 

TT 1 


Exemple. — Soit proposé de déterminer les valeurs des deux inté¬ 
grales 

/»=* 1 \ 

sin rx dx. 


OMuures de C- -— S. II, t. I 


E = 

/•VC-M 

•- 

A) 

F = 


* 

' 0 

il, t. : 

[. 
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On aura pour la première 


P — e~ sx ' sin rx. 


et, par suite, 


x 


Z — cos 2 sz I e~'- s '~ +z ' )x ûnrx dx —— 




COS 2 S c. 


On aura pour la seconde 


P = g -** 1 cosrx, 


et, par suite, 


Z=sin 2 ss/ cos rxdx — 

J» ' 

Cela posé, l’équation ( 12 ) fournira les deux suivantes 


sin isz. 


(«') 


/: 


.-k- j, ( x+ ;) 


x ~ e 


si nrxdx 


J /> 30 ^ 

0 r*+(i*+ s *)* C0SaS5rf:! ’ 






cosrx 


r , • ÿ8+g2 _ 

'•* + (**+=*)* 




Pour obtenir en termes finis les valeurs de E et de F, il ne reste plus 
qu’à déterminer les valeurs des intégrales 

( — - C °?^ , , ds, r_." cosa ^ ^ 


D’ailleurs, si l’on fait 


COS 2 $£ 


on aura 


X '' I +(î î + 3 I ) , 

xv 


ûï-3 — K, 


cosass^ __ ^ 
li' + fi*)*" - 4 ds* ’ 


Tout le problème se réduit donc à la recherche de l’intégrale désignée 
pai K. On obtiendra facilement la valeur de cette intégrale soit par les 
méthodes connues, soit par celles que nous avons exposées dans le 
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I*! lent Mémoire ; et si l’on l'ait, pour abréger, 

, ! ,;f 1 Ai '’ 1 '■! • ((/•••> 


^ ’ {<'■' i ! /']* |- ((/••- -1-. y* 




*iii In umTa 


l O s t \ ,, y** f » 'lus 

, , (osiuaa.ï-|-» eosaa.v). 

■wir- 1 s-)‘ 


h i 

» /" « S V 

<j‘î»t 1rs iu|it;ifions i r' i donneront 


/ 


siu t\t tir 


M * ’ I 


t r n ! .v v )" 


iCis 


fSsinaa.v +■ a e.osast.v), 


‘ • ‘ ei.s," ' 7 |i ««*--+• «6 4 — a*6) oosaa.v 

/■(/•' i-.vM- 

I (o*'* - S :1 ) sinaa.v]. 

f nrn/itan /. Si dans le*, équations (jf) on suppose /-très petit, on 
■“ira. on s’arrêtant aux quantités du premier ordre, 

U\ f j ta\ <*os/\r 1, 

. ! r 

' 5 ^ » * * - >v, sm 'A as r y <*,os2 ocs ; 1 : 

i \ 7 

H* par suth\ 1rs rt|îi;ifmus t ** i <l^vi< i n<lron( 

I ! 

it 

h 


*’l * < 


tir 


il* r £s ‘ 


A V H-*-. 


î ■•(«• ! , rjr *»’ 

' r < 7 .r 

s 


«Irrîîirrrs rtjti;iftiuts s’arcordrnl* av<‘<* I(‘S formules connues. On 
jiiiiirrait 1 rs uMrmr «limlrnirnl en supposant successivement dans 

Irn nj liât unis i i j » rt i i ? f 


P 

P 
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„ . ,, n . wut déduire des équations (g) plusieurs conse- 

C-orollaire IL- On P différentic les deux 

quences remarquables. A.»., par exemple, si ' °R 

membres de chacune d’elles m fois par rappoit a r. et I 

porüTs . on obtiendra les valeurs des intégrales def.n.es 


(<") 




If 


* r 


" sin rxdx, 

I ° 

lY^^cos rxdx. 


— n n = o on obtiendra l’inlegrale 
Si dans la dernière on suppose r- o, 

r «*-5 —' Iï ( ;r+ ï) dj: 

I x aa ’ 

• le.. Vrerrica de Calcul intégral 

dont la valeur est déjà connue : voir les Exercices 

(III e Partie, p. 366). 


g y. — Quatrième application. 

O 


Soit 

on aura 
(.3) 


X = Parc tang- 


arc tan: 


m r e-* z s 

lg - = l “ 


r x: sin m; 


ds‘. 


et, par suite, si l’on fait 

_ sin/ras f p e -xz dx. 

C*4) L ~ a J 0 


on trouvera 

(i5) 


r 

*v 0 


m , 

P arc tang — dx- 


s* eo 

:f Zdz. 


Exemple . - Si l’on fait P - sinr®, on aura 


3 (r‘ 2 -H z l ) 


TT 
2 / 


(i —<?- wr )* 


r m f" r$\nnu 

(A: /; ) / arc tang — sin rxdx—J 

^0 0 

Il est aisé de vérifier nette dernière équation par les méthodes connu» 
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Suit l ' i 

< ht aura 


S VI, — Cinquième application. 


X -l>lo R i 


,v 


loif 


f 


ds . 


II,. plus, si l’un désigne par f la constante dont Kulur fait mention 
a la patte ni de suit Calcul différentiel , et dont la valeur approchée 


1**4 H, \ mm«i I f \ t t 

. » un aura 



/ * » i 


-j 1 ! 

I 1 "h ^ » 

o ■" f* •*- 9 j' " 

*• o ** 

J 

1 Irlîî |>os»\ hî I* 

un ajoute l’équation (17) à l’équation (16), - 


/■* .. ' 

1 / ( ’ *' H- ~ , 

lo|r et-/ d 


H* jiar suif* 1 . b 

,i Ton l’ait 


' H1 < 

z ;( f ,-iïjf r-*»). 

«ni aura 




, « /*** / * 7 

/ P lo 'x'dx~\ 'Ads + cl 

1 > dx. 

ICrcmplc L 

Suit 

P . . .r" 0 - •*; 


les équation* 

iHiiHi tu) ) deviendront 


/ , 

7 rt/o + „ 1 J 

' a pi ■*■*)" > sJ 

? 

, „C 1 j -r” 

i ( . 1 lo)i -//x -je j J , 'If'i' fm )"] ”= 


r(/o- 


.,, ..... I.. tw»!.. r+f**» H. «• ““ h '' * 

intipiNVH 4 pmtr t!»ilnfti« 4 ï’ un logarithme népérien* 
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D’ailleurs, si l’on fait i -+- s — -, on trouvera 


r\ 1 ' i 1 dz _ 

J 0 1.1+3 (1 + *)“] * i '-L 

On pourra donc présenter l’équation (m") sous la forme suivante 

(n") J' x n - l e~ x log~dx — T(n)^c — J" -t-— 

Corollaire I. — T (n) étant égal à f x n ~' e~ x dx, on a 

Z* 00 , , ï 7 dT(n) 

I e~~ x logr — clx “ 

Jn * 


dn 


m 

Il est aisé d’en conclure que l’équation (n") équivaut à cette autre 


(*') 


dir(/0 

dn 


r l i — t n ~ l , 

' + J "~r dL 

«'n 


Cette dernière formule coïncide avec celle qu’a donnée M. Legendre 
[IV e Partie des Exercices de Calcul intégral ( ( ), p. l\o\. 


( ! ) La formule (</) a été, il est vrai, donnée en 1814 par M. Legendre; mais dès 181» 
M. Gauss avait formé l’équation 


dlT(n) 

dn 



t/i-i 
i — t 


dt , 


et reconnu que, pour n = i, le second membre de cette équation représente, au signe 
près, la constante c d’Euler. Effectivement, on déduit sans peine de la formulât 17)l’équa¬ 
tion connue 





1 

1 — t 


dt , 


qui, combinée avec la précédente par voie d’addition, donne 


d irp) 

dn 


-f- 




dt. 


Ainsi la formule obtenue par M. Legendre ne diffère pas de celle de M. Gauss, qui paraît 

avoir considéré le premier, sous forme d’intégrale définie, la quantité Euler, 

en s’occupant des mêmes intégrales définies, n’avait pas observé qu’elles fournissaient les 
différentielles de la fonction T{n) qu’il dénotait quelquefois par [n — 1]. 
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Corollaire If. - Si l’on fait 


*_T 30 x ll ~ l dx 

A== J 0 » étant < m . 


on aura 


A T(/i) T(m — n) 

î>Tj ; 

et, par suite, 

H A) — 1 T(«) -h 1 T(m - n) ~ 1 T(ni). 

Si 1 on dilleronlie successivement les deux membres de cette dernière 
équation par rapport à n et par rapport à m, eu égard à la formule (o"), 
on obtiendra les deux équations 


(HA f l t n - 

ân 


-f. 

s . 


i — t 


• Clty 


(j 1A c t™- 1 — t m " n ~ 

ôm 


i — t 


■ dt, 


qu’on peut aussi mettre sous la forme suivante 

P“ X ”- 1 , P' tm-n-i 

z=z I -- —dx I - dtj 

J. {i + x) m J. 1—t 




tco r n 1 , 

—~~~—— lo£ - dx 
( i -j~ x ) m h x 


1 r” x n ~ l , i , /•“ x »- 1 , P 1 t m ~' - 

( ./, ( ï H- x )" 1 \-^x (X "J o (I + X)'"- i 

On peut encore déduire de ces dernières la formule 


_ £tn — n -I 


dt. 


r .x n - i i-+-x , /•“ x n - 1 , 

{ ' n J. (TSr 10 *— 1 *=( T^rH —^ 


(f-4-^)"' ° x 

Corollaire III. — Soit 


dt. 


B 


on aura 


/ * tP~ l dt 

-ïlï’ 


i \n j \n ) 

n T ( P~ >rC l\ 


n 
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d’où l'on conclut 


»=i(l) + ir(£) + .r(£)- ,r (£±ï). 

Si l’on différentie cette dernière équation par rapport à p, en ayant 
égard à la formule (o"), on trouvera facilement la suivante 

n l fp-l T 

(/•*> / -— log jdi — 

J « (■-<"> * 

Cette dernière formule est l’expression cl’un théorème' donné par Euler 
(t. IV du Calcul intégral, p. 166); voir aussi les Exercices de Calcul 
intégral de M. Legendre (II e Partie, p. 25 g). 

Remarque. — La valeur générale de Z, donnée par l’équation (ig), 
est la différence des deux quantités 

Z I ^e-*=dx, — ■ ' f P dx, 

dont chacune devient infinie du premier ordre lorsqu’on suppose' z o. 
Par suite l’intégrale 

r** 

est elle-même la différence de deux intégrales qui, étant toutes deux 
infimes, ne peuvent être calculées indépendamment l’une do l'autre. 
On lèvera cette difficulté si l’on fait 

z= *=*{/. Pe ' xzdæ ~ri~zJ o pdû °y 

a étant une quantité très petite. Dans cette dernière hypothèse on pourra 
déterminer séparément chacune des deux parties de l’intégrale g7, dz. 

Mais, après les avoir retranchées l’une de l’autre, on devra supposer 
dans le résultat a = o. Appliquons ce procédé à un exemple. 



-- dt f ~ 

. V /l 

1 — - J 0 


t<l 


L n 


tP+ n ~ I dt. 
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t Niplt //. Suit proposé do dôlortninor los valeurs dos inlojjralos 

I v H 1 r s,< ros r>r log 1 *Ar, 

| .r” 1 r **•* sinr.rlo^' 1 dj\ 

Ha a- ii* ras promut la \alour do Z* dûduilo do roqualion (2 ï), sora 
p *mu i*i prumioro into^ralo 


IN n 


V 

\ 

I 

l hï a ila i 1 Irtif-H 

r ' 


rs i) “ I (s-l s-wy/ i) " 

I I A /' ^ I ) " (- ( .V ! / \J - I ) ” 


r\ i ) " l ( a I " t /'V.. 1 ) " 'l~ 

-I ’ à 

h i) * i (.vh/’V 


/ 3 “ 1 

('Hï*' 


I».' plus, si l'un l'ail, puur abru^iT, 


<>n aura 


taiijM, r ' 1 t s'- /.' J , 


ii / \ i ) " ' ” t i (i /' \ i ) 


h »|nis«' J i Zi l'tis/i'/1/> -h OsinnO) 


mu înmvora 




z * * -a i 

/ * A 5 1 r/.3 

i j /f/r h #î f »/itrus//0 

* * «r/3 

|.l t*'- 3 )" 

/ ,YV 

i* 

\ * 


!“ 3“ 1 r/: 

, ^** 1 s // h eus n U 1X* i Osinflv) 

/„ ( 1 -+- 3 ) 


si dans i-Htr dmiiiTr équation un 


suppose oc très put il, un au i“i a Ire 

<>.*> 
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pou pros 


s a_i dz _ T(<x)Y(n — a) _p _ i 

,( (n-=)'‘~~ r(/i) ~ 

/*” dz /*” s- 1 __ /** I - ü"- 1 

X 'X '*+=~ ■-* 


H, par suite, l’équation (t") deviendra 


■ .(> 


cos tiQ 

k a 




dt\ -H d sin n 0 . 


Ou trouvera de même pour la seconde intégrale proposée 


£ Sin/I^IÀ-- £ -■ j - k . J dXj-d cos ne . 


Enfin on a, en vertu des équations (Y) trouvées ci-dessus (§ II), 


rv 

• 7 0 

oc 

/ 


i , cos , 

l er sx cosr# clx = ——— L (n). 


l e~ sx sinr# dx — —T (n). 


Donc, si dans réquatiôn’( 2 o) on fait successivement 

P — j? 7 *- 1 e~ sx cos rx y 
P = x n - l e~ sx sin rx , 


on obtiendra les deux formules suivantes 


x ïl - x e~ sx M$rx\oQ—dx=i^Q cosn0| c-\-\k 
x k a V 


( c + u -j a l ~X=r dt ) 


X n-ig-sx s j nra; \onLdx = sin nofc + lk—j 1 —-—dt 

x k* [ y j a i~t 


0 et k étant déterminés par les deux équations 


k — (r 2 -f~ s-y, 


6 = arc tang- 
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i nmUiii/r /. Si dans la première dos ('“quations (//" ) on lait /■ = o, 
>n aura 

'/ U. /. ..V, 


*t. jiar suite. 


f H \ r • * |«>; 


i , I'i «) / , /*' i —/■" 1 

- a "-'- ,< ('• 1 lv • / 


Si t 


laiis rrtto dernière ou l'ail .v i, on lYlrmivcni la formule (/?")• 


( ntnlluitr II. Si dans l'équation (»’" ) on l'ait, pour abréger, 

/*'* 'V'/' 

f l / 


•1 si 


r.»n > remplace \ l '^ ' par N f .r" V- *'<(*, on aura 


I 


U 


r « •« i<> 


K*. N)^r :Tl/ 0 ” 


|“ tlU ..rond la dill'erenee liui(“ de eluuum des membres de eetto 


si i mi j»n 

ilrruH’iH* mjiiation rolaîhiom 


Mit ii on oblirndra la formule 


/ 


r * 1 1 r ‘ 1 » r 


..“(Int:'. N )'/•*“ 


H serait larde de prouver que cette ldrm.de subsiste dans le cas où 
„ drv.ent négatif et égal a <t ■ Dans le même cas, on do.l remplace. 

1 % a » par ri “ _■ On a donc généralement 


* î ft | ) * MU .r/ 7? 


tir 


, » , , .1 . ,«f 

r u tr I i 


( ^ ) yûTi -î-1”) siu u 7 r 


A"' (s" loi?'). 


riant un nombre positif quelconque 


inférieur à m. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


SUR UNE FORMULE GÉNÉRALE RELATIVE A LA TRANSFORMATION 
DES INTÉGRALES SIMFLES 

PRISES ENTRE LES LIMITES O ET „CC DE LA VAIUARLE. 


Théorème. — Soit F(æ-) une fonction quelconque de x, telle qu'on 
puisse obtenir en termes finis la valeur de l’intégrale 


(!) • 


f X- n F {x i )dx— A îa , 

J fi 


pour toute les valeurs entières et positives de la constante n . 
■ On pourra toujours en déduire la valeur de Vintégrale 


( 2 ) 


jf x- n F [x ~ dx •=. C 2W , 

prise entre les mêmes limites, ainsi quon va le faire voir. 

Démonstration. — Si l’on suppose l’intégrale 

y>F( 3 *)<fc 

prise entre les limites s = —oo, s = x>, on aura 
(3) • r s **F( 5 »)& = aA, B . 

t/_ co 

Si dans cette dernière équation on fait 


elle deviendra 

(4) ■ X (*“£) 


:X -j 

X 




la nouvelle intégrale étant prise entre les limites x = o, 


X == 33 . 
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Il «‘St d’ailleurs facile devoir qu’on a 

<«t, par suite, 


<Z' Î " +1 F( x — - f — = c 
X j X ' lh 


{5) / 1Ydx 


X 


XI X 


'■ 2 C=>/7. 


lünfin on a gmiéralement 

'COS ( 2 II l) U cos U \ I — — 2 ^ 9j n S1 - n 2 


(<>) 


w cos u i ---— sin-w 

1.2 


(a n -H l\)( e 2 ii 2)2 n( 2 n — 2) 


j . 2 . B. 4 


sin *u- 


Si dans celte dernière formule on fait 

» 

on trouvera 

ï 


SUl U 


2 V“- 1 

et, par suite, 


( 7 ) 




r 'ln +-1 


X H- 

X 

COSttr: -—, C0S(2«4 -i)m: 


/l + I «/ I 

ï 4- i-1 __ # - 

1.2 V J? 


# 3 - 


(/z H- 2 )(/î - 4 -1 ) n(n — 1) / 1 

1 . 2 .3.4 \ x 




Si maintenant on multiplie les deux membres de l’équation ( 7 ) 
par F Çcc — ^, et qu’on intègre de part et d’autre entre les limites 

x o, æ — co, en ayant égard aux équations (4) et (5), on obtiendra 
la formule suivante 


(S) 


. (rt + Ort. (/i + jK/i + iid»-'), , 

= —--A,+-ÎT7X4- A * 4 "” 

+ O^iil^A^+^ZZlA^+A,,. 


I .2 


J 
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Cette formule déterminera la valeur de C 2n .toutes les lois que celles 
de A 0 , A a , A,, A,„ seront connues. On peut remarquer que le 

coefficient de A am y est égal à 

( il m ) ( n 4- ni — O .. . ( n — -f -1 ) [2 m -H)( 2 m H-2 )... ( n 4- m) 

1 . 2 . 3 .. .'.".am I . 2 .3. (n — m) 


Exemple /. — Soit 
On trouvera 


=r- 


,2m e ~s& dx : 


F (a;) = e~‘*. 


i.2.3. (2 m — i) l 

t- 7T“, 

m _)_ _ 
ni-\- 1 ç 2 




e~ sx ' dx ; 


i 

TT*" 


2 .V 


ï . 2.3.( 2 />i-O 

(2S) m 


et, par suite, 

( et ) À 2 m 

On aura de plus 

(b) c in = f x ln e ^ dx — e is ( 

J 0 J 0 


An. 


_ j_ i * -1 

*•' dx — e- s I x- n e " v ~ ' dx. 


-s(A+i) , 

/> ' d~J fl T 


Cela posé, la formule (8) deviendra 


— $ (•* ,a +-4) 

x- n e * r 


(c) 



i + 


dx 

(n -+* i)/i / i 


- 4 - 


(/i 2) (n i) n(/i — i) f i 

— 


Si dans cette dernière formule on change x en ar, n en k, et s en /?, 
on obtiendra précisément celle qu’a donnée M. Legendre dans ses 
Exercices de Calcul intégral (III e Partie, p. 366 ), et dont les équa¬ 
tions (i"), trouvées ci-dessus (I rt ‘ Partie), n’offrent que dos ças par¬ 
ticuliers. 


Exemple IL — Si l’on fait successivement 


F(#) — e~ sx sin rx, 
F (a?) = e~ sx cos rx. 
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un doduiia d<‘ la forin u 1 c*. (-8) les val ours dos intégrales 




et, par suite, celles d< v s intégrales 


Uh 


.v .*•» t- — 


(> J» / g j rl r / x 2 -j c i x 


x in e 


^ ' l "*' cos r ( x' 1 -+- — ) dx. 

\ x 1 


Pcs dernières sont entièrement semblables à celles que nous avons 
considérées dans le précédent Mémoire (I 1(i Partie, § JII, exemple III ). 
Si dans les memes intégrales on fai( n = o, * = et que l’on change 

x 

ensuite r en ,v et .r en xr , on obtiendra celles qui forment les 
premiers membres des équations (Y), divisées chacune par . le 
nombre 2. 


Hxenip/e ///. — Si Ton lait 

F ( x 2 ) “ e --^cos rx, 

on déduira facilement de l’équation (8) la valeur de l’intégrale 


'Mr 


cosr( x - dx, 

x 


( i t, par suito, oollo du l’intégrait' 



I 

X 


dx . 
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TROISIÈME PARTIE. 

SUU LA TRANSFORMATION DES DIFFÉRENCES FINIES DES PUISSANCES 
EN INTÉGRALES DÉFINIES. 


§ I. — Sur la transformation de la différence finie A m s a 
en intégrale définie, s et a étant des nombres positifs pris à volonté. 

Pour transformer la différence finie ùé'‘s~ a en intégrait' définie, il 
faut commencer par transformer de la même manière la quantité s~". 
Soit en conséquence 

( i ) \ J X dx, 

A étant une constante, X une fonction inconnue de x et de s, et 
/ Xdx une intégrale définie, que nous supposerons, pour plus de 
simplicité, prise entre les limites x = o, x — 'x. On aura entre les 
mêmes limites 

(21 A" i .ï-"=a/ A m Xdx. 

a o 

Il ne reste plus maintenant qu’à déterminer X de manière que l’on 
puisse obtenir facilement la différence finie A" ! X, et que l’on ait de 
plus 

s~ a — À j Xdœ. 

On satisfera à la première condition si l’on fait 

X=Pe~su, 

P et Q étant deux fonctions des?. On satisfera à la seconde condition 
si l’on suppose 


P = X a ~ X , 


Q = x. 
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l Hs tr<'it\rra dan*» reite Injmfhese 

f \ 4 r f r 1 1 r " r ii.r s >( j .r" l r •*' (Lv s~ <( U(f/). 

I $'!a |imm\ tVi|uatiun ( i I deviendra 

, \ 11 * / «O 1 1 ,s, * 0 /.r; 

Y\ tt) J 

‘ O 

N 

ri rnllimr I «Ml a 

A' f V -* s r x ' r O*”" 1 ' 0 /M , 

SVtjiutî!«»!! f •* i >i* trouvera redude a 

, A" ! n I <■*'{<■■• n"‘. 

11 " i. 

<.Imurn* ftinnuli* était déjà cimnuc; Mit* fournit une. solution «lu 
!»(• j!» ii■ in<*. Mhi•• <m |>eut (le rofte première solution on déduire une 
mil iî il t* d’aufrrs, rnmmr un va le taire voir. 

Suit , }H*ur ahrej^er. 

r '-O r *« l) ,w /O 

,-t Mt|i{.uHMUH »|uc ta substitution de a.r-l~ %.v y'-- i, au lieu de .r, 

fb.in^i' 

p en I" P" V. '• 

si I'iiii lait 

taiifîO, 


„„ al ,UTl„ ,1,- Im-mul.". iléimintrées.m !<■ Mémoire |mV.é.,lenl 

I y rm „r .«r /■•< ,/r/ime.. lu i, . as M« <M. 

f' Partie, i; 111. théorème IV ( ' l|, 

/''P.,. . ' ™“\ /“/. . ■ 

* „ ,* /*i«l i, »» * tt 

* 4 f yt Q. 


j R'.r* 1 r/.r 


sit \ti f J 


./■ 


1 r/.r. 


. 'U à •* * (> 

(M i M- C* )* 


f / m 11 % *ii' r 'ou* in » S. I» T* L p» * 11 

.,v i s tt,«t t 


G(> 
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D’ailleurs si l’on suppose 


sinoj; 

_a ^' cos6^ — i 


==tangi», 


on aura 


P' — e~ s<xx (e~' 2<xx — 2e _w cosê# + i ) 2 cos (êsx -h mv), 

w 

P"” e -*aa?( e -2sw—2 COS ê,# + i ) 2 sin(ê.çjp 4 - mv). 

On pourra donc à la formule (4) substituer une quelconque des deux 
suivantes 

/ ü 

\ A m s~ a =z ^/ æ a-i e ~sax f e -2xx —2 e~* x cosê^ 4- i)~ cos (&sx 4 - mv ) dæ, 
] T(a)co$a6J 0 

( l — 

( a 2 -4— s 2 'i - r 00 * — 

à' n s~ a =: ~ - 4 / a ?"- 1 e-* aa: (e- 2 “ x —2r“ cosSj; + i ) 2 sin (Ssx -+- mv) dx. 

T(a)s,\nadJ 0 ’ 

Si dans ces dernières formules on suppose a — 1 et 6 très petit, on 
aura à très peu près 

sina0 = aê, cos< 2 Ô = i, 


(a 2 +ê 2 ) 2 =rj, (>: 


COSêa: = I, 


/ ïïie~~ x \ 

cos(ês-a? 4- mv) — 1, sin ($sæ 4- mv) = Sx- f s 4- —^—" )• 

Cela posé, les formules (5) deviendront 

^m s ~a— 1 T — T) wl dfo?, 

A ( a )J 0 


A m S~ a z 


x a e -$x( e -x — 


Ces deux dernières formules s’accordent avec l’équation (4). De plus, 
si on les compare entre elles, on obtiendra l’équation de condition 

(6) sk m s~ a ~ l 4- /nA" 1 - 1 ^" 1 ^ A m s~ a . 

Corollaire I. — Si dans l’équation (4) on suppose a = 1 , on aura 


■H 


e -sx( e -x_ t yidx. 
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On peut, aussi obtenir la valeur de A'"^ au moyen de l’équation que 
nous avons trouvée ci-dessus (I re Partie, §1, exemple IIJ, corollaire II) 
A'»- — fOrc-t-Ori-O _ Ç" x m dx 

Corollaire II. — Les intégrales définies dans lesquelles nous avons 
transformé la valeur de A m s~ a sont toutes prises entre les limites x — o, 
x = =o. Mais, comme leurs éléments décroissent très rapidement à 
mesure que x augmente, on peut en obtenir des valeurs fort appro¬ 
chées par la méthode des quadratures. On peut aussi, pour rendre 
l’application de cette méthode plus facile, transformer par la sub¬ 
stitution 

ou, ce qui revient au même, 



les intégrales proposées en d’autres intégrajes relatives à z et qui 
soient prises entre les limites s = o, s = i. 


§ II. — Sur la transformation de la différence A m s a en intégrale définie, 
s et a étant deux nombres positifs pris à volonté. 

Pour transformer la différence finie A '"s a en intégrale définie, il faut 
commencer par transformer de la même manière la quantité s ". Pour 
résoudre ce dernier problème, et par suite la question proposée, on 
peut suivre deux méthodes différentes, que nous allons développer 
successivement. 

Première méthode. — Si l’on suppose 


\ étant le plus grand nombre entier compris danîs a, et si dans l’équa- 
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(S) 


tion (3) (§ I) on remplace a par i — on trouvera 


(7) 


£ 

.s' v 



v e~ sx clx. 


Pour obtenir maintenant la valeur de s a , exprimée, par une intégrale 
définie, il suffira d’intégrer X H- x fois de suite, par rapport à s, les 
deux membres de l’équation ( 7 ). On aura ainsi la formule 



l’intégrale relative à x étant toujours prise entre les limites x = o, 
x — ao. Dans cette dernière équation, X 0 , X,, ..., X* désignent les 
X 4-1 constantes introduites par les intégrations relatives à s, cons¬ 
tantes qui peuvent être des fonctions quelconques de x. 

Pour déterminer ces constantes, on observera que le premier membre 
de l’équation ( 8 ), divisé par s Â , s’évanouit encore pour s=o. Le second 
membre doit donc satisfaire à la même condition; ce qui exige que 
l’intégrale 

—- * rlr 

( 9 ) J ' x 

et ses coefficients différentiels du premier, du deuxième, etc., enfin 
du X lè,oe ordre, pris relativement à s, s’évanouissent pour s = o. Cette 
dernière condition sera remplie, si l’on détermine 

x„ X„ X,, ..., Xx, 

de manière que la fonction 

e-“-X 0 —«Xt —...-s*Xx 

et ses coefficients différentiels du premier, du deuxième, etc., enfin 
du X ieme ordre, pris relativement à s, s’évanouissent pour s = o; ce 
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tfni revient à faire 


\„ 


X*-: -• 

ï i . :>, 


XjL=(-l) X 


1 . 2.3 . V 


et d'ailleurs il est facile (la s'assurer que les autres manières de rem¬ 
plir la condition exigée conduiraient, toutes à la même valeur de 
l'inte^rale (y). On est donc, autorisé à remplacer dans cette dernière 


intégrait 1 


par 


X„. -.vX,-- «* X* —... — s^Xx, 


*V if '* 4 * „ 

I .V ' -1- .v 2 ‘ — ... -h ( — 1 ) x s l --- 

I I . O, V 1 


c'est-à-dire par la parti)' du développement de er sx qui renferme des 
puissances de s et de x inférieures à X + t. Si, pour abréger, l’on 
désigne cette partie par 

o(.v.r), 

o(.r ) étant la partie du développement de e" æ qui renferme des puis¬ 
sances de .»• inférieures à X-+-I, l’équation (8) deviendra 

s ' v ( — rÿ ' 1 ' 1 f'“ e~~ sx — co(sx) dx. 


ïo-ïH 11 -:) r (-s; 

vi ronnno on a (Tailleurs 


X-+ 


P x 3 


X 


!J - o, *(, + £)...n + 

V v \ v 


T(« + I) 


I ! )'■ " 

gï )'■(" :) 

on ( rouvera enfin 


• (- 0 ' 


X+i 


, p 

Slïl ~ 7 T 
V 


Sin^TT 


t to 1 


S H 


siimr: V( a -H ï ) 


\a 4 - O r 

* «'fl 


> o ( sx ) 


x 


n(l +*1 


dx ( 1 ). 


i ' ) Si dans la Ibnmila (io) ou lait .v 1, cl si l’en a (lo plus égard à l’équation 

TC 

* { ' " a ^ ~~ ~~ sla a tc F ( a -+-1 ) 9 
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Si l’on prend la différence finie m ième do chacun des membres de 
l’équation précédente, on obtiendra la formule 


(") 


jS^M çrt —__ 


sinaTi Y {a -h i) 


r 


e ( e~ x — iV“— A"' o(.s.r') 


dx. 


Dans les applications que l’on peut faire de la formule précédente, 
il est nécessaire de distinguer deux cas différents, savoir : celui où l’on 
suppose 

a < m. 


et celui où l’on suppose 


a > m . 


Premier cas . — Supposons d’abord 

a < m. 


On aura, a fortiori, À<m. Par suite, 

O (sx) ~ i • 


SX 

I 


s~x- 

J . 2 


' (- 0 X 


S A X*' 


....1 


on trouvera 


r (-*)= f 


e ~ x — <p(x) 

x a-hl 


dx. 


On a par ce moyen une expression fort simple de la valeur que reçoit la fonction Y (a), 
lorsque a devient négatif. De plus, il est facile de voir que, si l’on désigne par X une 
fonction rationnelle et entière de x , le seul moyen de rendre finie l’intégrale 


y 

ty»(] 


X 


x a-)rl 


dx 


sera de supposer X = <p(«r). Enfin, lorsque a est positif, on a 

s* oo 

T(rt) = / x a ~~ l e~ x dx. 

On conclut aisément de ces diverses remarques que, pour toutes les valeurs possibles soit 
positives, soit négatives de la quantité a , on aura la formule générale 

T(a)= f x«~'{e~ x -r-X)dæ, 

X étant une fonction rationnelle et entière de X, assujettie à la seule condition de rendre 
finie la valeur de l’intégrale que l’.on considère. Cette fonction est toujours nulle, lorsque 
a est positif. Mais, lorsque a devient négatif, elle est égale à la somme des premiers termes 
du développement de e~ x . 
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étant une fonction rationnelle et entière de s dans laquelle la plus 
haute puissance de s est inférieure à m, on aura 

A m cp (sx) z=z o. 


Ainsi, dans ce cas, la formule (i i) se réduira simplement à 


( 12 ) 


A"' s a : 


T (a -t- i) sinait Ç “ e~ sx ( e~ x — i y 


ar 


dx. 


Cette dernière formule coïncide parfaitement avec l’équation (m) 
trouvée ci-dessus (l re Partie, § II); ce qui confirme l’exactitude de 
nos calculs. 

L’équation (12) fournit, pour le cas où l’on suppose a<^m, une 
solution du problème que nous nous étions proposé. Mais on peut de 
cette solution en déduire une infinité d’autres, ainsi qu’on va le faire* 
voir. 

Soient a et 6 deux constantes arbitraires, et 


= arc tang - 


6 


e~" ( e~ x — 1 )'“ —. (j, 


Si l’on fait 
et si l’on désigne, par 

Q'+QV-A 

ce que devient q lorsqu’on y change x en &x - Ç>x \/~ 1 ; on aura 


J /*» /-y ( 1 f* x 

~-^dx = (a 2 -h ê 2 ) 2 co s a 9 I 

(y - r* 

/ —idx-ioc^&Y sinad 
J 0 ^ ^0 


r dx. 


- dx. 


On pourra donc remplacer, dans l’équation (12), l’intégrale définie 

q dx _ f e" sx {e~ x -~\) m 


r™ q dx r* 

J 


dx 
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par un des deux produits 


I 

rQ'dix 

a 

(a 2 -t-6 2 ) 2 cos ad % 

J 0 * a+l 

1 

r x Q"dx 

a 

(a 2 4~ ê 2 ) 2 sina0 ‘ 

J 0 x ** 1 


Supposons, par exemple, a = o, S = 2; on trouvera 

a 

(<**+ 6*)*=a«, 6=-, 

sinaTr . <2 7 T sinaîr «r 

- 7—2 Slft-? - —2 COS- 

cos a t/ 2 smay 2 

On aura de plus, si m est pair, 

Q'+QV”-" 1 = - i) m 

m 

— (— 1) 2 2 /n [cos(25 m)x — \J — 1 sin(2s -h m)x \ sin /; * 3 ?, 

M l + — 

Q' = (*— O 2 2 " 1 cos(25 4- m)# sin m #, Q" —(— O 2 2 M sin(2.ç 4- rri)x sin m #; 

et, si m est impair, 

(V -4 QV =1 = e-isxf^Çe-ixf^i __ i) w 

/«-Ht _ 

— (—1) 2 2 m \/—1 [cos(254- m) x — \/—1 sin (25 4- m)x\ siu Wî ^r, 

m -+-1 m - 4-1 

Q'=(— 1) 2 2 /rt sin(25 iri)x sin" 1 ^?, Q ff =(— i) 2 2" 1 cos(2.ç4-m)a? sin"^. 

Cela posé, on pourra, si m est pair, substituer à la formule (12) les 
deux équations 


( 1 3 ) 


Ve \ CLTl 

m+s 1 (a -t- 1 ) sin— /t<0 s 

L m s a — (— i)~ 2 " I+1 _ — I cos(2s-s-m)ÆSin m j; 


- L f 

Jo 


a% 


m É(a 4-1) COS . , 

A"‘s a —(~I) T 2 m+1 _L / SII)(25 + 

2 a 7I J cc a+l 


dx, 


dx; 
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i, m /o est impair, le> deux suivantes 


i» . . o t: 

>.1,1 lu/ i 11 SU! 


w !î t n 


A M, v i t» 


' / 

* (i 

, *. 

■* ! 


sini •>* -|- ///)./* sm /;, ,r 


da\ 


i Tu/ i n eos * 4 , 

a l eos( a.s* h- ni ),r sin"'.r 

a ,f< * 1 


~ dx. 


Ou peut rmmir las équations u > ) et ( i \ ) en un souI groupe, en les 
mettant suu s la forme 



. . n ni 

•: n 1 l ï ti ‘ 1 ! SU! 


cos( 'os* l /// ).r sin m a; . 

,. d.r, 

X" i i 


* 1 I\ 1 / 5 t * Cl 


O ! /// 


1 ' sin ( *\s ! ni ),r sm'".r 


dx. 


Si dans ccn 

la quât luit 


dorme res mi ehange .v en ,v 


A 5 j % 


m 


A w ( 


1 /;/, (‘I si l’on a égard h 

u 

/// 


itti uMiendra précisément les formules que nous avons désignées dans 
la première Partie de ce Mémoire par lus lettres (y) (‘t (7/ ). 


St nmd ras, Supposons maintenant 

n - ni. 


Umiu n un sera uni* fonction rationnelle et entière (le a* d’un degré. 

ruai ou snperietir a ai ; et, par suite, 

l m Y t SX ) 


uYtu.ui rj 4 al ;i /«tu. CCijualion (v>.) <tss(t;i <lV(r<‘ 
il’ailliuir-' i*-»t iTtdcnt. |»uU«|nf tlun> n> cas riiilc^rah 1 

r Mc •* l I"' . 


exac.lc; <■<' <|in 


<>7 


i i t s .iV i 


s n, i t 
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obtiendra une valeur infinie. Dans le même cas l’équation (r r) sera 
toujours vraie; mais la valeur de la différence finie 

\ m a(sx), 

qui entre sous le signe J dans le second membre de cette équation, 
dépendra de la quantité 

1 — m, 


on, ce qui revient au même, du plus grand nombre entier compris 
dans a — m, ainsi qu’on va le faire voir. 

Et d’abord, si l’on suppose A = m, on aura 

, , sx s-x- , s s m .r'» 

ç>(sx) = i-1-- —...+ (—i)'"- ô-> 

I 1.2 I .2.0. m 

A m o (scr ) — (— i ) m x m ; 


t‘l, par suite, la formule (r i) se trouvera réduite à 


( i6i 


A m S a zzz~ 


T {a - 


I ) SIn & TT 


7 - 


v (e~ 


(— <^) /J 


dx. 


Lette dernière formule résoudra la question proposée pour toutes lus 
valeurs de a comprises entre les limites m et m + i. 

Supposons, en deuxième lieu, A = m 4-1, on aura 


SX s-x- 
ï ^ 1.2 


o(sx) = I 

A m 0(5d?)z= (—j;)»^ 

et, par suite, 

(17) A— r(a + i)sin 




//Z-—h-1 1 


1.2. m 1.2.3. m 


2 s — ni 


an 


e~ sx {e-- x — 1 )'»—(_ x ) m (^ 


2 s -+- m 

1- x 


x n~\~ 1 


dx. 


Dette nouvelle formule résoudra la question proposée pour toutes les 
valeurs de a comprises entre m -+- i et m h- 2. 
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Supposons, on troisième lieu, X = m + 2; on aura 


O (sx) = ï - 


SX S-X' 

I 1.2 


-t~ ( l)' J 

m ®(sx) ™ ( — x) h 

l, par suite, 
r(a-t-i)sina7r - 


çm+l 


r/H+2 T //l-h 2 


1.2. m 1.2 .(w + i) 1.2.(/« + 2 ) 


2.v -i- /n 6 s(s ~h m ) + //?( 3 m — » ) „ 

I- X ---- X 2 

2 12 


_ 2 * + w ^ 6 ^+w )+m( 3 w-i) 




</x. 


ette dernière formule pourra être employée pour toutes les valeurs 
e à comprises entre m +• 2 et m -+- 3 . 

En continuant de même, on déterminerait successivement pour les 
iverses valeurs de la quantité désignée par X les valeurs correspon- 
anfes de la fonction A v(sx). Mais on peut trouver dans tous les cas 
ossildes la valeur de la même fonction d’une manière plus directe'. 


u développement de 


[ui renferme des puissances de x inférieures à x Ul , A m o(sx) dési¬ 
rera par suite la partie' du développement de A'“e~ s *, ou de 

e -**(e~ x — i)" 1 , 


[ui renferme de telles puissances. On a d’ailleurs en général 


e- sx (e~ x — i) m =z (— x) m 


I 


SX 

1 


s-x 2 

I . 2 


X x- 

-1- o 

1.2 1 . 2.3 


)onc, si l’on fait 


A /n cp(sx) = (-— x) nl ^(x), 


m 


désignera la partie du produit 



pii contient des puissances de x inférieures à x x ’" + ' 





132 


MÉMOIRE SUR DIVERSES FORMULES 


On aura donc 
ii l’on suppose. X<m; 
d X = m ; 




2 S -+- m 

tj/(a?) = i-- —æ-. 


d X — m ■+- i ; 


.. , 2.ç-t-/?i 6.? s + m +«î(3m-'i , 

<!/(#) = i — --- x -+- —-- x-, 

' v ’ 2 12 


d X = m •+- 2, etc. ; et ainsi de suite. 

On peut remarquer que, si l’on désigne par X une fonction ration¬ 
nelle et entière de x, le seul moyen de rendre finie la valeur do 
'intégrale 

r " e~ sx ( e~* — 1 y» — X ^ r 

J 0 Z ** 1 cx 

sera de supposer 

X = A m o (sx). 


Ainsi, pour transformer en intégrale définie la différence finie A"‘s a , il 
suffira de faire en général 


'9) 


A m s‘ 


■=/' 


c (<r 


■ O 7, 


: dx, 


X étant une fonction rationnelle et entière de x, assujettie à la seule 
condition de rendre finie la valeur de l’intégrale que l’on considère. 

La fonction X ou A m zi(sx), ainsi qu’on l’a déjà remarqué, est, nulle 
quand on suppose a<m. Mais lorsqu’on suppose a^>m, le nombre 
des termes de cette même fonction croît indéfiniment avec la diffé¬ 
rence X — m. C’est pourquoi la formule (19) ne peut être appliquée à 
la détermination de la différence finie À m 5°que dans le cas où a est 
et dans celui où a surpasse m d’un petit nombre d’unités. Lorsque, la 
différence a—m est très grande, les calculs qu’exige cette formule 
deviennent impraticables. On peut obvier à cet inconvénient, en sui¬ 
vant, pour la transformation de la différence finie en intégrale 
définie, une autre méthode que je vais développer en peu do mots, et 
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qui -'a|■ {*1 ifjtu* egalement h (utiles les hypothèses que l’on peut faire 
air lu- valeur- relative- des deux quantités a et ni. 


St'i tiNilt 

Si, dans 

les équations (</') (i rt “ Partie), on lait 

! fi a i » un 

tilïî tondra 

les deux formules 


t- ",/ 

* i/. j' \ 

.) l " ,n ! f/.-l aV- ■ 

(« i u 

• ( ,ks cos.v.r cLr, 

1, " / 

9 CA ,r \ 

u-1 .»V 

•*\ 1 

i) 

.- «*’* sin.ïÆ' r/.x. 

}*»mr drharra^ur ers 

formules <1 

'imaginaires, il sullira de faire 


/. p rus 

t, j' p sin /, 


rl i Han! iliMt \ unu\ rllos fondions do .r. On aura 

alors 

^ * \ « * 

11 . u • 

! 

\ Ml i 1) 

•'■V /, <« 

‘ n <*os(o i- i )/, 

» i 

! f A i \ J * 

? IA ! 

' V * 

i i »* i n 

■'•V l! /( (.. 

t n sin(f/ + i) 

P 

A 1 i f' H 

* .r 

»\ t arc tang ^ ; 



t, par -uile, lu- formules I **«> S deviendront 

. ,/ i i , , ' ‘ • eu eus (u I i )t 


J t/, a t.e“j ! 

|'i „ , 1 1 r* • siti.v.f an(" -!- iU 

= / 


1111 a tîr jtl t! - 


( Xk\u'sl 1 )* (M' ^' s ‘ 


rl B par Mali*, 

Jk 1 ’ 3 , v‘ * * ChM # 

à *- x J Mîf % t 


: ( ,a - . v * ,V" t e<* , ' )s O '' 

'i 

. . ( ,.A . > . ,V« ( in.r v - • ).<(> U. 

■>, v/ 1 
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Si dans ces dernières équations on change les exponentielles imagi¬ 
naires en sinus et cosinus, et si l’on fait, pour abréger, 

e k cos/r -1 = // cos p, e k sin ,2? = u sine, 


on trouvera 

j A w (e^ eoss.r) = e ks a m cos(sx 4 - me), 

(20) ! 

( A” l (e k * siüsx) z=ze ks u m sin (sx -h me), 

u et e étant déterminés par les équations 

4 * sinx 

a =z ( e- k — 2 e k cos x 4-1 )'*, e = arc tang- 

v 1 cos ^ — e 


Cela posé, si l’on prend la différence finie des deux membres de chacune 
des équations (22), on obtiendra les formules suivantes 


ni 


) ' 


2e ks T(a 4- x) / (e - k — 2e k cos^r 4- n 2 cosf a i)t cos(.ç.r 4- me) 

ir / ; "ip" " . 

J’q (Xt-4-lT") 2 


m $a - 


2e ks T(a-\-i) / {e lk — ie k cos ,2? 4- t ) 2 sin (a 4 - 1W sin {sx 4 - mv ) 

_ 

( X* 2 4- x~ ) 2 


dans lesqucdles les valeurs de t et de e sont déterminées par les deux 
équations 

x 

t = arc tang-jp 

sin j? 


(?5) 


ç 2= arc tang 


cos.2; — e ~ 


Si l’on ajoute entre elles les équations (24), on obtiendra la suivante 


, s \. A „, , e ks r(a4-i) / (e- k — 2e k cos^4-i) 2 cos(.?#4-/w>— a + i t) , 
(26) --- / v -- dr - 

(X 2 H~# s ) 2 


Les équations (24) et (26) sont générales et subsistent quelles que 
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so'kmiI les valeurs respectives des quantités m et <7.-ün peut même 
remarquer que les seconds membres de ces équations renferment une 
constante désignée par k, dont la valeur peut être choisie arbitraire¬ 
ment. Ainsi les trois équations dont il s’agit donnent le moyen de 
résoudre, d’une infinité de manières, la question proposée. 

Pour que I on puisse déterminer facilement par approximation les 
valeurs des intégrales définies comprises dans les seconds membres 
des équations (24) et (26), il est nécessaire d’attribuer à k une valeur 
positive qui diffère sensiblement de zéro. En effet, si l’on supposait 
k très petit, alors, pour de très petites valeurs de x, la fonction ren¬ 
fermé»' sous le signe /, dans chacune des intégrales dont il s’agit, 
obtiendrait généralement une valeur très considérable; et, quoique, 
pour des valeurs constantes de x, celles de la fonction deviennent 
alternativement positives ou négatives, néanmoins, comme ces der¬ 
nières 11e se détruisent pas mutuellement, on serait obligé de calculer 
les premiers éléments de chaque intégrale avec une extrême précision. 
Ou doit, toutefois excepter le cas où l’on suppose 

m < a; 

car dans celte hypothèse la fonction 

m 

( (Ak — 2 e k CO S 3? H- I ) - 
( k 1 -h oc 1 ) 

devient ('Ile-même fort petite, pour des valeurs de k et de x peu diffe¬ 
rentes de zéro. 

On peuf même, lorsque a surpasse m, supposer dans les équa¬ 
tions (2/1) et ( 26) k tout à fait nul. On a dans cette dernière hypothèse 
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et, par suite, le^équations (24) se réduisent à 



. 1 (2 s 4- m m 

Sl!l m - X COS - X H- Tl 

2 \ 2 2 

TT 


1 . /25-4-m /n 

Sin OT - X SUi - X H- Tl 

2 \ 2 2 




dx. 


Comme dans les équations précédentes les intégrales relatives à la 
variable x sont prises entre les limites x = 0, x = oc, on peut, sans 
nul inconvénient, y changer 3? en 2.x, De plus, m étant un nombre 
entier, chacun des produits 


a h- j / 2 s -h 77i m \ 

COS- TC COS - X - TC ) 5 

2 \ 2 2 / 

. a i , f 2 s -h m m. 

Sin- Tl Sin -- X -1- Tl 

2 \ 2 2 


est nécessairement égal à l’un des deux suivants 



. a -j- 7/1 2 s -h m 

S111-- Tl COS- 

2 2 


a -H m . 2.ç + m 

cos- tic sin-cr, 

2 2 


Il est aisé d’en conclure que les équations (27), obtenues par la 
seconde méthode, sont identiques avec les formules (i 5 ) obtenues 
par la première; ce qui confirme l’exactitude de nos calculs. 

Dans les équations (24) et (26) on doit toujours prendre pour 1 le 

plus petit des arcs qui ont pour tangente ou celui qui devient nul 
quand on suppose x = o; et en effet l’équation 


2 \/— 1 


si 11 (a -h r ) t 


donne, dans cette hypothèse. 


sin (a - 4 - 1 ) t — o 

quel que soit a, et par conséquent t = o. Quant à l’arc e, il peut être 4 
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choisi arbilntiiTimMil parmi Ions co.ux qui ont pour tangente 

sin.r 

oos.r — e~ ki 

car, ni olant un nombre entier, tous ces arcs donnent la même valeur 
pour chacune dos <]uan(ilés 

cos -H mv) y si il (sx -h mv). 

Corollaire /. -• Los intégrales définies, dans lesquelles nous avons 
transformé par les méthodes précédentes la différence A m s a , sont toutes 
prises entre les limites x = o, x = x>. Mais, comme leurs éléments 
dormissent rapidement à mesure que x augmente, on peut leur 
appliquer la méthode dos quadratures. On peut aussi, pour rendre 
cotte application plus facile, les transformer d’abord par la substi¬ 
tution 

t=.G\ 


en de nouvelles intégrales qui soient prises entre les limites 5 = 0 , 
z - 1. 

Seolie. - Dans les calculs précédents nous avons toujours supposé 
que s était une. quantité positive; et cette condition était nécessaire, du 
moins en général, pour (pie la dilïeronce finie A m s a fût réelle. Lorsque 
,v devient négative, la mémo différence se compose d’une partie réelle 
et d’une partie imaginaire. Mais alors on peut essayer de représenter 
chacune de ce,s parties par une intégrale definie. Tel est l objet du para¬ 
graphe suivant. 

$ III. — Sur la transforma! ion de la différence finie à! n s a en intégrales 
définies , a étant un nombre positif et s an nombre négatif 
pris à volonté. 

Dans la question qui nous occupe, il est nécessaire de distinguei 
deux cas différents, suivant que m est inférieur ou supérieur au 
nombre positif — «v que nous désignerons par s . 

OKuvrvx tir C — S. Il, t. I. ^ 
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Si d’abord on suppose 

m < .y', 

on substituera sous la caractéristique des différences finies la quantité 
positive s' — m à la quantité négative s par le moyen de l’équation 

A m s a = (— i)« +m A m (s'— m) a , 

où le signe A sc rapporte dans le premier membre à la variable s, et 
dans le second à la variable s'. On transformera ensuite, par les 
méthodes du paragraphe précédent, la différence finie A"'(Y — m f en 
intégrale définie. 

Si l’on suppose au contraire 

m >> s ( , 

la différence finie A'V* renfermera deux espèces de termes. Dans les 
uns la quantité élevée à la puissance a sera positive; dans les autres 
elle sera négative. La somme des premiers sera 

/ /v /Ji , , . — i) , 

(m — s’) a - (m — s* — i) a -\ - (m — s — 2) a — . . ., 

i 1.2 ; 


la série étant continuée jusqu’au dernier des termes où la quantité 
affectée de l’exposant, a reste positive. La somme des autres termes 
sera 


(-.) 


a+m 




m ( m — ï ) 


(s r — 2) u 


~ • * * 3 


la nouvelle série étant assujettie à la même condition que la précé¬ 
dente. Si donc on représente la somme des premiers par 

A,«— s) 


la somme des autres se trouvera naturellement représentée, par 

(— i) eM - n A s -; 

et l’on aura par suite 


A" 1 ,?* = A m _ s . -i- (— i. 
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t.i-ia jmM*. pour oblonir en inlo^ralos ddlinios la valeur do A "‘s“, il suf¬ 
fira r\ idi'inmcnt do dotonninor par <lo somldaldos inléi>ralos la valour 
do A.. , ol oollo do A ( . On y parvionl do la maniôro suivanlo. 

‘‘quations (•,•<>), (juo nous avons oonsidorôos oi-dossus (§ 11), 
'-uppostionl la quantité ,v posilivo. Si dans oos mémos équations on 
olian;;o .v on /•, o» si l’on l'ail, pour al>rôj>ur. 


U 

\ ■ ) . 

1 U L.rv 1) 



î A 

• 'A «) 

U ! .rv' 1 ) <""> 

•: X„ 



'O 

1 



uii on oimofura far 

ilouionl 




,s 1 > v 

>' K '' roso.e • A 

M»r 4r sin rx ) dx • ^- 

r, 

a !-i) 


r rtant positif. 





An roiiîr;un\ si 

l’on suppose 

r négat if et égal à 

r\ on 

trouve 

j \, t' A ’ n»s r r d 

O Uv l' 

jt 

X , r 4 r> eos/Ar dx 

71 

v{« - h 

r n, ( . 

0 

j \«t' 1 r mu r .v $L 

r r j 

X-, r*'*’ sin dx dx 

TT 

T (f/ ~h 

— r' a r 
0 

o| l’on aura par siiifo 




l. JHf 1 

< \,r /,r l'u.sr.r \ X^r^si nrx) d.r 

0 . 



Soient maintenant m H s* deux nombres positifs dont le plus petit 
suit % ; en faisant suerossmunent, dans l'équation (28)» 

/* m s\ r m - s 1 • 1 , 


et* dan* î%*«|tiafion ( 29 U 
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on obtiendra les formules suivantes 


■ f cos(m — s')x -t~ X.e k< - m ~ s "> sin( — s')x\ dx — ^ ^ (m' — s') a , 

J cos [ni — s' — i)x-\-'K..e kim ~ s ’~ 1 ’ 1 sin(m — s 1 —i)a;] dx 


F(a + i) 


- (m — s’ — 1 )“ 


j [Xie A ' (,-s,) cos(i — s')x 4 - X i e kit ~ s " > sin(i — s')ar] dx = o, 
f (XiC“ / ' s 'cos s'x — Xse -7 "’ sins'a;) dx — o. 


Si l’on multiplie respectivement les deux membres de la première 
équation par x, les deux membres de la deuxième par — y> ceux de 
la troisième par etc., et en général ceux de la n ieme équation 

par le coefficient de x n ~ { dans le développement du binôme (i — a?)'"; 
on trouvera, en ajoutant toutes les équations entre elles, et remplaçant 
s' par — s, 


f [X! A m (e* s cossx) -+- X 2 A"'(e /£S sin5dr)] dx 

t/o 


I(a -j- l) 


, . //c . 

( m ~h s) a -( m -4- s — i ) a H-... 


r(fl + i) 




d’où Ton conclura 


(3o) A-ffts' 


F(« -4- i) 


f 


[Xi A m ( e ks cos sx) -f- X 2 A m (e ks sin.9#)] dx. 


Si dans le second membre de cette équation on substitue, au lieu des 
fonctions X,, X 2 , A™^ cessa?), A m (e / '' î sin 5 a?). leurs valeurs données 
par les équations (21) et (23), et si l’on remplace s par — /, on aura 


( 3 i) k„ 


e -ks' r ( a 4- , ) 



( e - k — 2 e k cosx -i-i) 2 cos[mv — s r æ — (a -h i)£] 

il H-1 

x-)~ 


dx. 


les valeurs de l ef de e étant toujours déterminées par les équations 

’ X 

£ = arc tang-? 

K 


v = arc tang 


sin# 

cos# — e~ k 
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Si dans 1 t'ijiiat inn { 5 1 ) on cliau^e s' on ni s', on trouvera 

* f m 

{r 'H- •>,,** oos.r-|-i) a oos[/»o- -(/» — s r ) x ~~ (a-h i) t\ 7 

*ÏF{Ï~ ’ ~ ~ ( ,r 

(/'*■+■•***) * 

Lv^ \ühnîîN no^afivos do À w „ v ot do A/ôtant déterminées par les for- 
ïiiîilt^ i înof ( >•» K un obtiendra la valour rhorehée do, A w s e \ pour Io 
«lit v osj négatif et e^al à s\ au moyen do, l'équation 

A'".v" , t-( 

* WW4///V /. Los inlô^ralos définies, qui foui parlio des seconds 
munihros do^ «‘quations ( ’> i ) ol (,*>?.), renferment, une constante posi- 
îiu* 4 * itou! la valeur est fout a lait indéterminée. Néanmoins, pour 
qui* Loti puifacilement obtenir dos valours approchées (b» oos inté¬ 
grales, il ont urees*ain\ dans lo oas ou a surpasse m, d’attribuer à 
l'oîto onîtsîauîo ïino valeur sensible. Celle nécessité esl suffisamment 
établie par les raison^ que nous avons déjà exposées ci-dessus (§ H), 
itn n’osf pln^ assujetti à la mémo oondiliou dans Io oas où l’on suppose 

tt ► q m ; 



et, ilaiis oefte dernière hypothèse, on pont donnor à k <los valours très 
pet 1 f o ^» of meute, si Ton vont, faire 


I lu tromo alorn 


k o. 


t i 

e ,rs tt ; 

•Jt 9 


el, par suih\ h^ oquations ( - 5 1 ) of (la) so réduisent à 

/ •' î (m -14 s 1 a .. ni -h i 

sm"' .roc 
« 


71 

-.- <Ü\ 


I, 


fl il h I I 


/ sin"' * .r o.os 
" 


\ ,s f ni (i — m H~ 1 


■(’*, 


dx. 




542 


MÉMOIRE SUR DIVERSES FORMULES 


Corollaire II. — Si, au lieu de supposer dans les équations ( 34 ) 
s' — — s, on y suppose s' — '-m — s, et si l’on fait en outre, confor¬ 
mément aux notations adoptées dans la première Partie de ce Mé¬ 
moire (§ II, exemples VII et VIII), 

1 S rt — ( ni -f- 2 .s )“ — — (ni -1-2 s — 2) a -f- m ^ m - —— (in H- 2 s — 4)" — , 

(35) < 

f T a ~ (m — 2s) a -- (m — 2s — 2) a -\ -—- (m — 2s — 4) — • • • » 


en excluant de chaque série les termes qui renfermeraient des puis¬ 
sances de quantités négatives, on trouvera 

Am-s' = — S a , — — 1 a . 


Cela posé, si dans les seconds membres des équations ( 34 ) on change 
x en 2 x, ces mêmes équations prendront la forme suivante 


( 36 ) 


S a : 


T« - 


2 m T ( a H- i ) 


2 m r(a -t- ] ) 


I 

f- 


$>u\ m cc cos 2 sæ — (a — m H- i) : 


sin ,;? 4rcos 2$ x H- (a — m -+- i) - 

2 


dx, 


dx. 


Les valeurs précédentes de S a et de T« coïncident parfaitement avec 
celles que l’on obtiendrait par la combinaison des formules (.s) et (f') 
(I re Partie, § II). On peut de ces mêmes valeurs déduire immédiate¬ 
ment celle de la différence finie A m (‘>s — m) a , au moyen de l’équation 

(37) . A»(a*- m)” = S«-t- (- i)“+ m Ta. 


L’analyse qui vient de nous conduire aux formules ( 34 ), ( 35 ) et ( 36 ), 
fait voir en même temps que dans ces formules s est une quantité 
positive assujettie à la seule condition 


s< 


m * 

O 
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Si dans la première des équations ( 36 ) on suppose m égal au plus 
grand nombre entier compris dans a + r, on obtiendra la formule que 
M. Laplace a désignée par la lettre (p) dans le premier Livre du Calcul 
des probabilités (n° 42 , p. 168) ('). 

Corollaire III. — Toutes les intégrales définies que nous avons con¬ 
sidérées dans ce paragraphe sont prises entre les limites x = o, x = cc. 
On peut appliquer à ces intégrales, comme à celles que nous avons 
considérées dans les paragraphes précédents, la méthode des quadra¬ 
tures, et rendre cette application plus facile par la substitution préli¬ 
minaire 


Considérations générales sur les intégrales qui deviennent infinies 
pour de très petites valeurs de la variable.. 

Soit P une fonction quelconque de la variable x, qui ne s’évanouisse 
pas avec x. Soit de plus a un nombre positif quelconque. L’intégrale 


(0 


f 


1 P dx 

qçtZ -+-1 


prise entre les limites x — o, x = x lf aura nécessairement une valeur 
infinie. Mais si l’on désigne par X le plus grand nombre entier compris 
dans a, et par 

( 2 ) X. r= C + C x X 4- . .-1- C\X l 


les premiers termes du développement de P suivant les puissances as¬ 
cendantes de x, l’intégrale 


(3) 


j: 


P-X 


dx 


obtiendra en général une valeur finie; et, de plus, on reconnaîtra faci- 


( [ ) OEuvrcs de Laplace, t. VII, p. 171. 
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lement que le seul moyen de rendre finie l’intégrale ( 3 ), en prenant 
pour X une fonction rationnelle et entière de la variable x, est de sup¬ 
poser X déterminée par l’équation (2). La fonction rationnelle X et, 
par suite, l’intégrale ( 3 ) dépendent donc uniquement de la fonction 

donnée Pour abréger, je désignerai cette dernière intégrale par 


f ! p 

placé devant le produit dx\ en sorte qu’on aura 


( 4 ) 


/ x a + l J x u + l 

t / 0 *J Q 


dx. 


Ainsi, tandis que l’intégrale 



P dx 


est infinie, l’intégrale 



Prt'.r 

gÇti ■+• 1 


aura en général une valeur finie, déterminée par la formule ( 4 ). On 
peut encore obtenir cette valeur en cherchant d’abord l’intégrale 

/££ prise entre les limites x = a, x = x, (a étant une quantité très 

petite), ordonnant cette intégrale suivant les puissances ascendantes 
de a, et supposant dans le développement la quantité a nulle, après 
avoir supprimé les termes affectés de puissances négatives de cette 
même quantité. Nous voici donc conduits à considérer une nouvelle 
espèce d’intégrales dont on 11e s’était pas encore occupé d’une manière 
spéciale. Je désignerai ces sortes d’intégrales et les opérations qui s’y 
rapportent sous le nom d 'extraordinaires. Au reste, les intégrales dont 
il s’agit sont soumises aux mêmes lois que les intégrales ordinaires. 
Ainsi, par exemple, si l’on a deux intégrations successives à effectuer, 
l’une ordinaire relative à la variable x, l’autre extraordinaire relative à 
la variable z, on pourra commencer indifféremment par l’une ou l’autre 
des deux intégrations dont il s’agit; et dans les deux cas on obtiendra 
généralement les mêmes résultats. De même, on peut appliquer à la 
détermination des intégrales définies extraordinaires les procédés que 
nous avons employés pour déterminer les intégrales ordinaires. Sou- 
.vent, à l’aide de ces procédés, on parvient à transformer l’une dans 
l’autre les deux espèces d’intégrales dont il s’agit, et l’on déduit 
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tjmdqtfidms do ans transformations dns résultats dignes do rnmarqun. 
tout nnai par qunlquns nxninplns. 


Ruoru nir I. Ikienniner la valeur de l'intégrale extraordinaire 



kx 


Solution. St m t X la plus #rand nombrn onlior compris dans a. Si 
rmi dïtlarnuttn X » i fois par rapport à le l'aquation (T>), on aura 


0 ' * 1 \ 

uta - ! 


{ i y 1 1 / . d.r. 

I /•</ A 

« O 


ir.iillauï^, la plus ^rand nombrn onlior compris dans a *•- X niant znro, 
i Tuii dntnnnmn I iutn^raln nxtraordinairn I dx a I aida do 

" U ' 

I Vquatiou i 11, on trouvera X <> H, par suite. 


I ,t.v / . <Lr 

I t ,( f J ,/•'/ A 


E( i h A * •- a ) 

/ t t t >. It 


i lu aura doua 


, i* 


v r(. i i -«\ 

,U'-> « 


Si l'un intègre /. ! i foi* dernière équation par rapport à X\ on 

«li-tenuinaut roinonnliluiuent los eoustanlos arbitraires, on trouvera 

, r " ' 1 />■» /•«!'(-«). 

V , i a ut U l j. ..(••</ ) 


f »n a doue ou général 


/*" '' '"\il.r 

I ,i-‘ < 1 


n,mi/uùr /. Soit X- i, on aura simplement 

fa «). 


m », i ./,• ( S U. 1 t 


<>() 
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Si dans cette dernière équation on change a en — a, on. retrouvera la 
formule connue 

j x a ~ l e~ x dx r=zT(a). 

Corollaire IL — Si dans l’équation (7) on fait /k = s, et que l’on 

IX 

remplace IY— a) par ^-r—-—> on aura 

1 ' J 1 I ( a h- 1 j suif a -4- 1 ) 7 T 


1 % J 1 I (/* 4- I j S1L1(« 4 - I)7T 

; „_r( « + nsi n («.-+-1)71 r'* e~" 

t. ,/ 0 cr" +1 

Si l’on prend la différence finie m iemc de chacun des membres de celle 
dernière équation relativement à s, on trouvera 

A ,„^ 7 _ r(a + i)sin(« + 07T f” 


r x e- 
J a 


Lorsqu’on suppose l’équation précédente coïncide avec, la Ibr- 

mule (p.'") de M. Laplace. 

Problème II. — Déterminer les valeurs des intégrales extraordinaires 


Solution. — Si l’on différentie X 4- i fois par rapport à k chacune des 
équations (xo), X étant le plus grand nombre entier compris dans a, 
on trouvera 

d^B , r'* e-^coszx , 


ou, ce qui revient au même, 

££=<- ’> w ' r ( , +1 _ „) 


( A- A + 5 


2 y — I 


■ F(i -4- 1 — a). 
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En intégrant ces dernières équations X + i ibis de suite par rapport 
à k , et. déterminant convenablement les constantes arbitraires, on 
trouvera 

B = ( k + O" r( - g), 

\\ 

2 y— I . 

Corollaire. — Si dans l’équation (i i)on changea; en s et s en x, on aura 



| (/r— .r\/—i)“ -I- (k -h x\/ —i )' 1 _ r e~ kz cqs.tz ^ 

_ _ -——j 

11 ■■>. ) { _ 

j (k — x — ()“—(/■■+- ,r \J —i)" _ t r u e~' iZ s\nxz 

[ ^37 ; ~ ïv^j j o =«+■ 

D’ailleurs, si l’on fait 


t — arc lang^, 


les premiers membres des équations (12) deviendront respectivement 


r 


( A* 2 -+- x -) 2 cos at y 

. • (X 

— (/c 2 + tr 2 ) 2 siti at\ 

et «comme, on supposant o, on trouve les équations (12) 

se réduiront, dans cette hypothèse, a “ 


(i3) 


x a cos 

x a sin 


cm 

2 

art 


I %r f * cos xz 

n - a ) J„ 


r (-«U 


j £i 


sin.r^ 


d z . 


o* 1 1 • < i t»/ \ * r(rt + i)siri(aH-07T 

Si dans ces dernières on remplace 1 (— a) par---> on 

en déduira facilement les deux formules suivantes 


f 


r* # 
cos 


( J 4) 


a 4- r 


dz 


a ’ 71 xz ) ~dâTi ~ °’ 


r'* fa 4-1 \ dz 

j cos = 


r ( <# 4~ 1 ) 


a 
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Problème Ht. — Déterminer le rapport des deux; intégrales 


(ID) 


i I) = ( X a 

J 0 

'M 


cos | — 2 kx ) dx , 


e-* (k — x dx . 


Solution. — Pour résoudre le problème proposé, il suffit du trans¬ 
former les deux intégrales ordinaires ü et E en intégrales extraordi¬ 
naires. On a d’abord 


D: 


/ «tt l „ • a7Z . . T 

- / x a cos— cos 2 kx dx -+- / x a sur— sm 2 kx dx. 

J 0 2 ^0 2 

Si dans cette équation on substitue pour 


„ a K , ,, • «Tl 

x a cos — et ic^sin — 

2 2 


leurs valeurs données par lcs’formules (i 3 ), on trouvera 

D-_l_ C' m l*L 

1 T (a jj 0 

Z étant une fonction de s déterminée par l’équation 

/*» /»*> 

Z — I e ~ x>1 cos 2 kx cos zôc dx — / e~~ x * si n 2 kx si u zx dx 

d 0 # «'O 

1 

J /> =» 0 2 _/ Â . + i\ a 

' e ~ a ' z ç,os(2 k s)x dx — — e ^ 2 '- 

0 2 

On aura donc par suite 
(16) 


1 )=: 


2 p ~k* 


7 r e 




dz. 


Considérons, en second lieu, l’intégrale Ë. Si dans cette dernière on 
substitue à 


(k X y/— i) a H- (k — x y/— 1)“ 


2 
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st v.iliuir itriT iU' la première dos o<jua(ions (i 2), on Irouvera 


p 1 /*' zv kz dz 

E( //).(, x il ‘ 1 


i, Haut mu* lonrtinn àv z ilôt cM’ini iic'm* par Eéquafion 

j 

Z' I r •*" ros.rs dv • ^ r v . 


« lu aura «ItHir enfin 




u ) 


/' 


! I t 


dz. 


s{ niuïUIo 11a ïi t mt emupare entre <dlos les équations ( i(>) et (17 ), on 

ühfirtnlra rr récitât remarquable 

D 


E 




11 ï 1 a * 1 * mm 1 011 general 


| | # • r 8 eus ( ^^ a/orj //.r 

" | ^ f .rv* \>" 1 (A” >V , VAr- 

' tortillait*'. Si thm^ IVqualion ( nj) on suppose a - • ’X, A étant un 

iiiiiiibri* entier* «mi aura 

x 

.•ns("; •(/,./■ j ( i)’ COS■>./../• 

v| / t ‘^| 1111 nombre pair, t*t 

X 1 

rtts( •</./) ( t ) n si 11 a/ r 

ir ras niiitrairt'. Si dans la môme hypothèse on développe le 
h.t.iihI memhre de IVquatiun ( iH), et si l’on y remplaee généralement 


I x u v A1 tlv par 


1. o 
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on obtiendra les formules suivantes : 


Si 1 est un nombre pair, 

à \ j, 

x K e~ x ‘ cos 2 kx dx ~ ( — ij"- k h 

K 2 


1 ( 1 — i ) i 1 ( 1 — iH^ — 2 ) (À — 3) i 


i (2k)' 1 


I . 2 




Si 1 est un nombre impair. 


x h e~ x ‘ si n 2 kx clx ~(— 1 ) 


>.(*-0 I , X(X-0(a-2)(X-3) , 

1 1 (aA-) s 1 "i.a (2^ 


Problème IV. — Déterminer la valeur de Vintégrale extraordinaire 

9 (CL I * / \ 1 

e~ x cos | —-— r. -1- 2 k x j dx 


(21) 


■1 


Solution. — Si dans Péquation (21) on remplace . 


par 


-Jx 


CO s 2 xz dz , 


on trouvera 
(22) 


F=4/ 'le~*d 3 , 

Z étant une fonction de s déterminée par l’équation 

..f 



CL -+- I . 



cos 

« -+- 2 ( A? -jr z)x 

-h COS 

-TT H- 2 ( k — z) X 


2 ! 


2 


dx 


D’ailleurs, en vertu des équations (i 4 ), on a, quelle que soit la valeur 
de z, pourvu seulement que cette valeur soit positive 1 . 


eos 


Cl H— 1 


Tt + 2 (/{ -h z)X 


dx = o. 


En vertu des mêmes équations on a, pour des valeurs do 3 infé¬ 
rieures à k, 

S* f m r 

a H- i 


i 


COS 


- T. -h 2 ( k — Z ) X 


x a+ \ 


dx ±= o ; 
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et, pour dos valours do s supérieures à k. 




V a -4- 1 

-| 

cos 

— TT — ? 

2 

.{z—k)x 

ta 




dœ z= 


r. 

r (. a -h 11 


(25 


a /,•)". 


Par suite la fonction do z représentée par Z sera toujours nulle entre 
les limites s = o, z~/c; mais, entre les limites s— k, z = x, elle 
sera représentée par 1 


7T 

a r {a i ) 


(■2 5 — 2 


Cela posé, l’équation (22) deviendra 


/ a-h 1 
e - «■«»( — 

- 


7T -h 2 /i X 


dx — -: / (2: — %kYe~ z 'dz. 


Application de la théorie précédente à la détermination de la différence 
finie A'".y"; s étant négatif et <m, et les nombres a et rn étant très 
considérables, mais peu différents l’un de Vautre. 


Dans le cas dont il s’agit, la différence finie A m s a renfermera deux 
espèces de termes. Dans les uns les quantités élevées à la puissance a 
seront positives; dans les autres ces mêmes quantités seront négatives. 
Soit, pour plus de commodité, s = — s , en sorte que s' représente une 
quantité positive.; et faisons en outre 


A— ( m — s f m — .y' — 1 ) a -t- ^ ( ni — .1'—2 Y ■ 


( 34 ) 


A.,- 


I .2 




en excluant de chaque série les puissances de quantités négatives. On 
aura 


(-.>.:>) A m s“ = A(- 

Ainsi, pour obtenir la valeur de A'" .y", il suffira de déterminer séparé- 



MÉMOIRE SUR DIVERSES FORMULES 


552 

ment chacune des quantités A,„_y, A/; et comme on peut déduire la 
seconde de la première par le simple changement, de / en m — s', toute 
la difficulté se trouvera réduite à la détermination de la série désignée 
par A„,_/. On peut d’abord transformer cette série en intégrale définie 
de la manière suivante : 

Si l'on suppose successivement dans la seconde des équations (x 4 ) 
* x = m — s', x = m — s' — i, ..., 


et dans la première 

as = s', x =. s' — i, 


et si l’on y remplace ensuite la variable - par x, on trouvera 


J /w w 

f c 

0 

/»/» 

/ c 


a 1 
2 

'a H- i 
2 


7i — ( ni — s 1 ) x 


J x a+l T {a -+- j ) 


7 û — ( m — s r — i ) x 


dx 


x a + l T(a-hi) 


( m — 


( m — s r — i )“, 


c'* ra + i , , . ”1 ci x 

J C0S r~’ : + (' S ^~ l)aî J^T I =o» 

r 

vn 


fa-h-i . \ dx 
COS -TT 4- s x 


Si Ton multiplie respectivement ces diverses équations par les 
coefficients du binôme (i — æ) m , si on les ajoute ensuite, et si l’on 
remplace dans les premiers membres 5' par — s, on obtiendra la 
formule 


A m cos f a 7i — sx\dx 


r(a-t-i) 


(■m — s F ) a — ~ (m — s' — i ) a -h — —- (m-s r —‘2) a - 

I J . 2 


r(r/ + i)‘ 


On a d’ailleurs 


A m cos 


a -h i 

-7T — SX 

2 


2 m sin /;i ~ x cos 
2 


— m 2 s' — m \ 

- n _j- x . 

2 2 
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Tola posa, la formula ohlanua donnara 


•*» \ v r 


ld tt ? i ) 


/■ 


sur" x ros 


a 4- ï m 


■ TT -“4 






Si dau* rafla darniara aquation Pou supposa a <[ //?, Tintagrala axtra- 
ordinaira quVlla ranfarma sa ahangara an intagrala ordinaira, (d Ton 
ratrouvara a\idammanî la pramiàra dns aquations ( 3 'i ) d(‘ la pagn 2 / jt. 

Il mm* ras tt* maintannnl à daduira da Taquation ( i>(>) la valaur 
apprnahaa da \ m „, dans la ras ou a at ni sont do Iras grands nombras 
jiini dîllarant* ldm da Tautra. Nous supposarons da plus dans natta 
raaltaraha <jua ? s m asl da Tordra da \/ni, ot nous tarons on aon- 
*ai|untian 

t 

, i-i ‘as 7 m rm' 1 . 


r.cla juisi*. si, dans lYqualion ( ad), un rlian^e .r ni 2,r, c(‘K(‘ équation 
<lf‘\i<‘inlra 


■lS J V 


Vi tt * n 


r-'" . / n M m !■ \ <lr 

I siu"'cos^ - - .. 


♦t rumine un a d'ailleurs 




ni „ , 

.-q 


mx* \ 


mi (rmnara anrora 

„ , t” iM 

* m j l i a s t t ‘ 


m r v \ "1 r* / // .L. I />>, A \ dx 

I (' •-)<• ■ «( •« + '»-')ü«r 3 r 


1. 

(r 


Si dan* aalta darniara formula on ahanga .r an —j,r, on obtinndra la 

Hiîivanla 

l % i « / .*•* cos ^ f w -+.(>*/•.*• 

| * m ,1 */ /// f \ 

1 ««( n ) 5 - ” 

|1 M V fH 1 

ï 

: i 


fa -•-/« -3 , \ 

a •‘’cosl - — - 


70 


tir (\ 


S, U. t i. 
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La série renfermée dans le second membre de l’équation précé¬ 
dente, étant ordonnée suivant les puissances ascendantes de sera 

très convergente, si m est un très grand nombre; et, par suite, il 
suffira, dans ce cas, pour déterminer la valeur approchée de A,„_y, de 
calculer un petit nombre d’intégrales de la forme 

/*'“ /i=p A- r i \ dx 

/ e~ x COS - 7 ï-b O -/-J? ——r, 

,/ 0 Va- J x l * k 


k étant un nombre positif. Lorsque dans cette dernière intégrale on 
adopte le signe supérieur relativement à k, elle devient ordinaire et 
se réduit à 



Lorsqu’on adopte le signe inférieur, elle reste extraordinaire. Mais, 
dans ce cas, on peut, au moyen du problème IV, la transformer en 
intégrale ordinaire, et l’on trouve alors 


/' 


COS 


(- 


_i_ l 1 

-TT 6 2 rx 


dx 


r(* + 


T) f t U-6 v)V=* 


Hz. 


(i)’ 


D’ailleurs, en supposant l’intégrale relative à z' prise enti'e los 

i 

/ 3 \ 2 

limites z' — o, z'=l-J r, on a 


/■)*g- 3 * ds = Ç(ax - 6 * #•)*«“*’ dx - J *(23'— 6 */•)*« 


‘dz’ 



3 \ 2 
2 / 


Par suite, si l’on fait, pour pour plus de commodité, 


u, on 
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trouvera 


( 3 «) 


cos ( tt -+- 6 * rL dx 


i 


J„ (^-VrYe-t'clx-^e* £ ( u-rfe *"* 


du 


0 


• Corollaire I. — Comme on a en général 


2 s — m = rm-. 


on trouvera par suite 


-»■/«—5 — 


(m — rm' 1 ) — ^ (m — ra* — a) ' 


Cela posé, si l’on lait, pour abréger, 


i ±: k 


(M) ~jf %-**cos(i|i,r + 6^ a; )^ =M,«, 

la formule ( 3 <>) deviendra 


( 34 ) 


l ( i\ a m ( i- V z ’ m(m — i) ( | V' 

[ \m — r»r) - ~ \m — rm 1 — 2) h--- [m — rm- — 4) 


[.‘2.0. . . fl . 2 " 


x> jy% 3 ♦ * * )* 


Dans coite formule on suppose les puissances de quantités négatives 
exclues de la série 

( 2 Y' m ( 2 Y — J* \ a 

— rm 1 ) - [m — rm 2 — 2) H- \m — rm - — 4/ —- • • • 

y J \ / 1.2 v J 


Corollaire IL — Si l’on veut appliquer la formule ( 34 ) aux diverses 
hypothèses dans lesquelles a est un nombre entier, il suffira de calculer 
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les diverses valeurs de M a qui correspondent à des valeurs entières 
positives ou négatives de l’indice a. On y parvient aisément au moyen 
des formules ( 3 i) et ( 3 a). En faisant successivement dans ces for¬ 
mules 
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Exemple I. — Soit a = m — 2. La formule ( 34 ) donnera 


• 4 ) 


m - 


_ m 
ï 

1 . 2 . 3 ...(ni - 




0* 


■2)-» 


} m 



; M._ 5 *+"••■ 



3 . 

1--(o — jo/* 2 -4- 3 r 4 ) 4-... 

20m v ' 


Exemple IL --- Soit a -™ m — x. La formule ( 34 ) donnera 


( -JY" 1 ml i V»-i 

V ni /’/u 2 y -f /n — rm~ — 2 J 


^ 7 ) 


i 

C >' 2 


J . 2.3 I ). 2 

ï( M, ~ 5 ';; m - 4+ "-) 

)■„ i-l s 


3 

2 ni 7i 


i —— (i- 6 r a + 3 r 4 )+. 
20 m 


Exemple /IL — Soit a --= m. La formule ( 34 ) donnera 


( vV ;; />* ( i 

\ ni ~ - rm * y ~ > \/>i — rm — 2 ) 


( 38 ) 


ï . 2.0. . .nt. 2 h 


Mi ---- -M.. 3 - 
a m 




3 

(lv -/* ( 1 — r 2 ) e * - 

20 m 


Exemple IV. — Soit a -= m + i. — La formule ( 34 ) donnera 


<%) 


/ m( i \ m+x , 

\ni - /’///, y — y \ m ~~ r/?i“ — 2; -+- . • ■ 


j . 2.3 ...(m -f- 1 ). 2 m 


1 
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Exemple V. — Soit a — m 4 - 2 . La formule (34) donnera 


i (x 


4V"+ 2 mf i \ m+ - 

) - \ni — rm ~— i) -t-. . 



1.2.3.. 


m 


—1 ■+" • • 

~~ 6 

\ o m 



( 3 v> 


— m 

-- ,> 

e 2 ■+ 


\ 2 7T J 6 



12 


6 2 




Exemple VI. — Soit a — m 3. La formule (34) donnera 


i \ m-V 3 


/ l\" 1+3 m( » 0 ) 

\ m — rnr ) - \m — rnr — 2 y 


i . 2 . 3... ( m -t- 3 ) . 2 ni 


m 2 t 


(M*- ^-M 0 - 

\ D m ° 


±^î±ptn r '-'^±^ll, 

21ZJ 04 12 \ 


If 

■i «• 0 


'V - 2 ,.. 

<? 2 afr 


3 

1 è 2 


Exemple VII. — Soit a m 4 - 4- — La formule (34) donnera 


( -l V' £+i m ( i V "-*- 4 

\m — rm-) -— ^/n— rm — 2 ) 

1 . 2 .3 .. . {m -h 4 ). 2 ,n 


b 2 \ 5 m 


' 3 V 2 ;-(5 + 3/»*) -jr* 

, 2 TT / 2 1 6 


H- 6 r 2 4 - 3 
128 


r f -i- 

\ TT" Jo 


dr 


\ k 


jo m 


6 * 

7t 


i.( 


»/’ __ 3 /i2 

2 < 7 /* 


Si dans les équations (36), ( 37 ), (38) et(3q) on change /• en —r 
on obtiendra les formules des p. 170 et 171 du Calcul des probabilités Q) 


f 1 ) Œuvres de Laplacc, t. VII, p. 178, 174. 
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Remarque. — On peut déduire aisément de l’équation (3 r) la valeur 
de ML?,, toutes les fois que X est un nombre entier positif. Dans le 
même cas, la valeur de M* est donnée par la formule 

M),~ j - - / , (as — 6 2 /-) er z * ds, 

I 

l’intégrale étantprisc entre les limites z = r, z — x. On a d’ailleurs 
entre ces mêmes limites 


/( a 5 - 6 J '-)‘ 

— 2(l — 2)J{2 s — 6 v) e- z !ds- 6 '-rj (2: — 6 1 r) e~ 5 ’rfs, 
et, par suite, si l’on fait 


on aura encore 


M ^râ) N >" 


Nx=a(X-a)Nx-,- 6VNX-,. 


Cela posé, les valeurs générales de M..> et de M>, (X étant un nombre 
entier positif) se trouveront déterminées par les deux formules 


43) M_x= 


( 6 i(«CL’+ »(»-0<»-»U-3) 


l)(l — 2) I .2 


(6*r) W 


7r*T(X)V 1 

{1 — 1 )(X — 2)_(k — 3)(A — 4) 1^2 (l-i)(l—2) 

I 


[ ! 


:. 2 


44 ) 


1.2.3.4 


I 

t (x- [ )q-a)g-3)o-4) r 6 { r ) x - 5 , ] 

1.2 '"J 


1 \l-c> 


(6 *r) 


r. 

w j(3y ; . 


y — 
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Problème. — On demande la valeur approchée de la série 

, ,, m / j m(m — i ) , , 

( 0 .( ni 7 (« — *' — 1 )°H-—- (m — s 1 — 2 )« —. .. = 

de laquelle on suppose exclues les puissances des quantités négatives; 
a et m étant de très grands nombres supérieurs à s, et m étant inférieur 
à a. 


Solution. — Nous avons donné l’expression de la série (i) au moyen 
d’une intégrale définie qui renferme une constante arbitraire k dont 
on peut disposer à volonté. L’intégrale dont il s’agit est 


( 2 ) 


f 


(e 2 


t ie lc cos# -h ï ) 2 


cos [(a H- i) t ■+• s e x — nu>] dx. 


(£*-K 2 ) 


t et v étant déterminés par les deux équations 


( 3 ) 


t = arc tangy 


T 


sm x 

v = arc lang- 7 

\ cosx — e~ k 


Il ne reste plus maintenant qu’à déterminer, au moins pour une 
valeur particulière de k , la valeur approchée de cette, intégrale. 

Faisons, pour abréger, 


( 4 ) 


( — ** e k cos x -j- i ) 2 

( Id -f- X' ) 1 
\ Q — (a -h i) t -h s r x — mv; 



l’intégrale proposée deviendra 

(5) f P cos Qdx. 

J Q 


Ici la fonction sous le signe J "est composée de deux facteurs, dont 



H Kl. \T1 \ K S V I, V TU KOI! I K DBS I NTfttî U A LKS, IÎTC. SOI 

l'uu, désigné jiar P, reste toujours positif, et dont l'autre, désigné 
pur i-nsO, est. pour des valeurs croissantes d('.»•, alternativement po¬ 
sitif H négatif. 

t.a fonction I* a plusieurs ma xi ma et mini ma qui correspondent aux 
diverses valeurs de .r déterminées par l'équation 


sut r e 

>11 , i <t i i ) ,, .■ 

ros ./• f» r h A * •}- .r- 


|,e premier maximum rorrespoml à ,r o; et sa valeur que nous 
désignerons par M est 

I V" 


M 


pour eftaeuu îles autres maxima, la valeur de P peut si' mettre sous 
a forme suivante 


t s J 


t . /«e 4 \ " / siit.rV ’ i 

* o , l ) l .e j - " 

( A” 1- -e 1 ) ! 


tt'ailleurs, eomme, pour une valeur de ,v différente de zéro, on a 
toujours, ahstraetiou faite du siftne. 


Nin ./* 


t » 


k l i .H /‘ s> 


il en resuite que rlianme des valeurs de P déterminées par l’équa- 
111 m i *s | iulrriruiv n 


' it ? ï ' h it%X 


**t, par Miitr, h 


À r . J 

/>' * 


Kit rousequeuee, la valeur de -JJ sera toujours inférieure à 


/.'"r" /> 

‘- 4 c~ 7 if 


fl/, iiu-îf’ ■«! r | 


N>» II, i, I 
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D’ailleurs on a, quelle que soit la valeur de k, 

i -t 
k<è- — e l 

On aura donc aussi 

P<M, 

quelle que soit la valeur que l’on donne à x, pourvu que cette valeur 
ne soit pas nulle. Enfin x — oo donne. P = o. Si donc on fait varier x 
entre les limites x = o, x — <x>, la fonction P obtiendra une série do 
valeurs qui seront comprises entre les limites extrêmes P = M, P = o. 
Par suite, si l’on fait 

(g) . P—— Me~- S , 

la valeur de z sera toujours réelle et comprise entre les limites z — o. 

Si l’on désigne par p. une quantité du même ordre que m et a, et si 
l’on fait, pour abréger, 



on tirera de l’équation (9), après y avoir remis pour P sa valeur, 
(n) — + 

d’où l’on conclura par le retour des séries 


X — - ;-r ( 

( 

I + 


A 

1 I \ 

AV 

2 A"/x 

r 

/ 

dx = -y-j 1 

AV 

r.+ 

3 B , 

. z- -f-. ■ 

dz. 

V 

2 A -fJL 

J 


(12) 
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Vmir dus \airiifN du z |hm? uunsidEraldus, lus sErius runlurmuus dans 
h‘% m*umimU inuinbrus dus Equations { rï) s( v ronl (rus uouvur^untus, au 
îiuuii^ dan** lus prumiurs (unuu>. R'adluurs, pour du jjçrandus valuurs 
du la \aluur du V duturminEu par l'Equation (<)) sura sunsildumuiU 
îinllu, ( 1 11 pourra donu* sans nul inuonvEniunt, supposur, dans PintE- 
^ralu 

j Hros 


i 1 


r •/< 


\i 


I ! 


v> 


:i» 3 - 


) 


rh. 


>•( s'arrêter daim lr second membre aux premiers termes de la série- 


t 


ili3- 

■V," 


I .... 


Il nous resir a développer, s’il est possible, suivant les puissances 
ascendantes de ?, H en mie série qui soit convergente pour des valeurs 
de ; pet! considérables, la fonction désigné!' par 


t* OS (J. 

p t ,m- qu'on puisse etfeetuer ce développement de manière a remplir 
les conditions exigées, ? emmenant d'ailleurs une valeur arbitraire, 
tl est neeessaue que la fonction O soit, [mur des valeurs de s peu eon- 
sideratdes. une quantité fort petite. Or. si l’on fait, pour abréger. 


il * I 


* i . /// r 

. ,v , t-p, 

/, ! e 

Dp-, 


« i 


tt * l 

.U* 


m 


.i 


« e 

I #* l - p I u 4 


la valeur .le O. développée suivant les puissances ascendantes de -r 
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.564 
sera 

(io) 0 = n(Cx -t- Dæ 3 + . ..); 

et, par suite, le premier terme du développement de Q suivant les 
puissances ascendantes de z sera 

C | 

— F-'-- 
A 2 

Ce premier terme aura donc, en général, une valeur très eonsidé- 

1 

rablc, et sera de l’ordre de p.\ à moins que l’on ne détermine la con¬ 
stante arbitraire k de manière que C devienne une quantité très petite 
d’un ordre supérieur à celui de 


Parmi les diverses manières de remplir cette condition, nous choi¬ 
sirons la plus simple, qui consiste à faire 

C = o, 

ou, ce qui revient au même, k déterminer k par l’équation 
( [ 6 ) 


a i , m 

-}_s'- 


: O. 


On a, dans cette hypothèse, 

, # 

( Q rr p. 1) X z -h . 


07) 


n s» 

—j — +..., 

A 2 jui 2 


cosQ ™ i 


D 2 

2À 3 |0 


La dernière des équations ( 17 ), jointe à l’équation (i3), donne 


M f 3ÀBs 2 — I) 2 ^ 6 
1 H- 


i 1 

AV 2 


2À 3 [i 


(18) 


P cos Q dx = 


-K .. <2-** dz. 
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On a d’ailleurs 


f e- z "dz- = -\Ai, f Z l e~ z% dz= f 

' Q A J O ^ t) 

On aura donc, par suite, 

1 

(' 9 ) r 

^0 


3 e~~ z ' dz — — \Jtï. 

i 6 v 


O j Mtt* / i 2 AB — j 5 D 2 
P COS O dx -;—- I -+- 


i 1 
2À 2 fJL 2 


16 A 3 |ul 


Si l’on substitue la valeur précédente de f P cosQ dx dans la valeur 
de X m . s ' donnée par l’équation ( 3 i) du Mémoire, et si l’on remplace 

T(a-t-i) = f 

d(\ 


x a e~ x dx 


par 


on trouvera 


« H-i . 1 

a 2 ^~«(27T) 2 (i 


i 2 a 


. Ma 2 e~ a ~ ks ' f t2 AB — t 5 D 2 t 

A w -. s -' — -- ( I "f" 


( 30 ) / 


(aA/x) 2 


i6A 3 ^. J2a 


e ~ks'-a{ e Ic ^ 
( 2 ak}x) 2 


i2 AB -t5D 2 i 
i 6 A :i p. 12a 


Corollaire /. — Si dans le second membre de l’équation (20) on 
suppose s' négatif et égal à — s 9 on aura 

L’équation (20) deviendra donc alors 


(21) A m s a 


/ a\a+l 

( J ) e ks~a^ e k — 


■ 


2ÀB — i 5 B 2 i 


r 5 A 3 ^ .12 a 


( 2 A. fj .) 2 

Dans le même cas, l’équation (16), qui détermine la valeur de A, 
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deviendra 

(7-i-i , ' m 

—- s' -—o. 

/>• i — e~ k 

Quant aux valeurs de A, B, I), elles seront toujours déterminées par 
les équations (xo) et (i4). 

On pourrait obtenir immédiatement la formule (21) en appliquant à 
l’équation (2G) de la p. 534 les mêmes raisonnements que nous avons 
employés pour déduire la formule (20) de l’équation ( 3 i). Au reste, 
on doit observer que la formule (21), telle qu’on vient de la donner, 
coïncide parfaitement avec l’équation ( u.') de M. Laplace. 

Corollaire 11 . — La formule (20) suppose qu’on puisse toujours 
tirer de l’équation (16) une valeur positive de k. C’est ce dont il est 
facile de s’assurer. En effet, si dans l’équation (rG) on suppose k très 
petit, le premier membre sera positif et égal à 

n + 1 — m 
- k -’ 

et, si l’on suppose k infini, cc premier membre deviendra négatif et. 
égal à 

— ( m — s ' )• 

11 y a donc entre les limites o et 30 une valeur de k qui rend le pre¬ 
mier membre de l’équation (16) égal à zéro. Il serait d’ailleurs facile 
de prouver que cette valeur est unique. 

• Pour que la formule (20) puisse être employée, il est nécessaire 
que la quantité /c, déterminée par l’équation (iG), ait une valeur sen¬ 
sible, ce qui exige que 

a -+- 1 — m 


ne soit pas fort petit relativement à 
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Si l’on suppose, par exemple, 


ni 

s — — -J- 



il faudra, pour que l’on puisse faire usage de la formule (20), que la 
différence a — m soit d’un ordre égal ou supérieur à celui de \jm. 
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